









Journal 


für die 


reine und angewandte Mathematik. 


In zwanglosen Heften. 





Herausgegeben 


von 


A. L. Crelle 





Mit thätiger Beförderung hoher Königlich - Preufsischer Behörden. 





Sieben und dreifsigster Band. 


In vier Helten. 


Mit sieben lithographirten Tafeln. 


RER RR 














Berlin, 1848. 


Bei G Reimer. 


Et se trouve a Panıs chez Mr. Bachelier (successeur de M"* V® Courcier), 
Libraire pour les Mathematiques etc. Quai des Augustins No. 55. 
| | N 














Inhaltsverzeichnifs 





des sieben und dreifsigsten Bandes, nach den Gegenständen. 





I. Reine Mathematik. 


Nr. de — 
Abhandlung, 1. Anal YSı1ıSs. 
2. Entwicklung der in elliptischen Coordinaten ausgedrücklen reciproken Ent- 


11. 
6. 


10. 


12. 


13. 


14. 


fernung zweier Puncte in Reihen, welche nach den Laplace’schen Y‘) 
fortschreiten; und Anwendung dieser Reihen zur Bestimmung des magne- 
tischen Zustandes eines Rotations-Ellipsoids, welcher durch vertheilende 
Kräfte erregt ist. Von Herrn J. Neumann, Prof. der Mineralogie und 
Physik zu Königsberg. ER ar Ze a a 
Note sur les fonctions elliptliques» Par Mr. A. Cayley a Cambridge. . 
Über unendliche Reihen, deren Exponenten zugleich in zwei verschiedenen 
quadratischen Formen enthalten sind. Von Herrn Prof. €. G. J. Jacobi. 
Fortsetzung dieser Abhandlung. . FE 
Über die Irrationalität des Werths gewisser Reihen. Von Herrn Dr. Stern 
Va ee ee en ee a TER 
Zur Theorie der quadratischen Zerfällung der Primzahlen 8n-+3, 7n-+2 und 
7n-+4. Von Herrn Dr. G. Eisenstein, Docent an der Universität zu Berlin. 
Adnotationes ad seriem 

ee edle rt... 

vr br) "yWyHYr+2 

Auct. Dr. Schaeffer Berol. te ee ee ze 
Über die Factoren der algebraisch-lösbaren irreductibeln Gleichungen vom 
sechsten Grade und ihrer Resolventen. Von Herrn Dr. E. Luther, Privat- 
docenten an der Universität zu Königsberg. . 


. in inf. 





Über die Kennzeichen der Convergenz eines Kettenbruchs. Von dem Herrn 
Dr. Stern, Universitäts-Docenten zu Göttingen. 
Entwicklung der elliptischen Function 


2K 2K j 2K we 2K 
IF am — r.costam — x.sint — r.] I’am — x .dr 
st zı zı gt 


nach den Sinus und Cosinus der Vielfachen von x. Von Herrn Carl Otto 
Meyer, Dr. phil. zu Königsberg in Pr. 
Schlufs dieser Abhandlung. 


Heft. Seite, 


II. 


I. 


II. 


mM. 


II. 


I. 
IV. 


273 
281 





Iv Inhaltsverzeichnifs des sieben und drei[sigsten Bundes. 
Nr. der 

Abhandlung. 

16. Die Doppel-Integrale 


7 L Ber 4-0 
/ / p(axr”" +by") ar! yııdady, / # g(ax” +byr) arIyıtdıdy; 
) ) ni ri 


17. 
1S. 


19. 


La) 


ihre gegenseitigen Beziehungen und die Reduction derselben auf einfache 
bestimmte Integral- Ausdrücke. Von dem Herrn Prof. Raabe in Zürich. . 
Über den richtigen Gebrauch vieldeutiger Functionen bei der Ermittelung 
bestimmter Integrale. Von demselben. . . . 2 2 2 2 2 02.0 

Über die bestimmten Integrale mit imaginären Grenzen. Von Herrn Dr. 
Dienger zu Sinsheim bei Heidelberg: . - » .». ..: 2 en 2...“ 
Zu Dr. Pohls Schrift „Der Electromagnelismus und die Bewegung der Him- 


mehr." Fr: RER: in. a a ee Ra 


2. Geometrie. 


Über die Vierecke, deren Seiten und Diagonalen rational sind. Von Herrn 
Dr. Eu: EB: Kummer, Professsr ia Bas. 5 wa. sul a in 
De la sphere tangente ä quatre spheres donnees. Par Mr. J. A. Serret 
Peine, 7a re RR ARTEN AA 

Elementare Lösung einer geometrischen Aufgabe, und über einige damit 
in Beziehung stehende Eigenschaften der Kegelschnitte. Von Herrn Prof. 
Steiner in Berlin. (Auszug aus einer am 19ten April 1847 der Akademie 
der Wissenschaften vorgelegten Abhandlung.) . . 2 2 2 2 2 2 2.0 


Ill. Angewandte Mathematik. 


Entwicklung der in elliptischen Coordinaten ausgedrückten reciproken Ent- 
fernung zweier Puncte in Reihen, welche nach dem Laplace’schen Y" 
fortschreiten; und Anwendung dieser Reihen zur Bestimmung des magne- 
tischen Zustandes eines Rolations-Ellipsoids, welcher durch vertheilende 
Kräfte erregt ist. Von Herrn J. Neumann, Prof. der Mineralogie und 
BOR SE EDEL. - 4 = 25 ae he ie 


Fac simile einer Handschrift von Frist... - = 2 2 2 2 2 2 2 2 0% 


ns " BE Rp en ce ce ae a a 
. . u .: RE rn 2a asia ar ee 
» au a a Mi > san = 3 une Bas DEE land BEE > au a 








Heft. Seite, 


IV. 345 


IV. 356 


IV. 363 


IV. 370 


I. 


IM. 
IV. 


161 








1. Kummer, Vierecke mit rationalen Seiten und Diagonalen. | 


l. 
Über die Viıerecke. deren Seiten und Diagonalen 
ratıonal sınd. 
(Von Herrn Dr. E. E. Kummer, Professor in Breslau. ) 


Die Aufgabe: Vierecke zu bilden. deren Seiten und Diagonalen sich durch 
'ationale Zahlen ausdrücken lassen. findet sich schon in den Werken der 
Inder, namentlich des Brahmegupta behandelt, welcher nach Colebrooke's 
Annahme etwa sechs hundert Jahre nach Christi Geburt gelebt hat. Die hier- 
her gehörenden Sätze des Indischen Mathematikers haben ein sehr mysteriöses 
Ansehen, so dafs ihr wahrer Sinn nur schwer zu erkennen ist, welchen je- 
doch Chasles in der 12ten Note zu seiner Geschichte der Geometrie glück- 
lich enträthselt hat. Es finden sich daselbst auch über den ganzen Abschnitt 
von den ebenen Figuren viele sehr schätzenswerthe Aufklärungen; die Me- 
thode indessen, von welcher Brahmegupta Gebrauch gemacht hat. um zu 
den erwähnten Sätzen über das Viereck zu gelangen, scheint dieser geistvolle 
Geometer nicht genau erkannt zu haben. Wir wollen hier eine kurze Aus- 
einandersetzung derselben geben. 

In dem vierten Abschnitte von Colebrooke’s „Algebra with Arithmetic 
and Mensuration, translated from the Sanserit of Brahmegupta and Bhascara”, 
mit der Überschrift „Plane figure. Triangle and quadrilateral.”, welcher in acht- 
zehn Sätzen $. 21. bis $. 38. vom Dreieck und vom Viereck handelt. ent- 
halten die ersten zwölf Sätze nur Regeln zur Berechnung der Stücke dieser 
Figuren; nämlich der Seiten, des Inhalts, der Perpendikel, der von diesen 
gebildeten Abschnitte auf der Grundlinie, der Diagonalen und ihrer Theile, 
und des Radius des umschriebenen Kreises. 

Diese Sätze gelten zum Theil in der Allgemeinheit, in welcher sie aus- 
gesprochen sind, zum Theil aber nur unter gewissen, im Texte nicht angegebenen 
Bedingungen. Namentlich ist, damit sie richtig seien, bei den Vierecken stets 
die Bedingung hinzuzufügen, dafs sich dieselben einem Kreise einschreiben 


lassen; bei einigen auch noch die Bedingung, dafs die Diagonalen auf ein- 
ander senkrecht stehen. Auf diese folgen sodann die sechs Sätze $. 33. bis 


$. 38., welche mehr arithmetischer Natur sind, da sie von der Bildung von 
Crelle’s Journal f. d.M. Bd. XXXVIl. Heft 1. 1 
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Dreiecken und Vierecken handeln, deren Stücke sich durch rationale oder 
ganze Zahlen ausdrücken lassen. Mit diesen Sätzen haben wir es also hier 
hauptsächlich zu thun; weshalb wir dieselben, so wie sie in der englischen 
Übersetzung lauten, wörtlich hersetzen. 

33. The sum of the squares of two unalike quantities are the sides 
of an isosceles triangle; twice the product of the same two quantilies is the 
perpendieular, and twice the difference of their squares is the base. 

34. The square of an assumed quantity being twice set down and 
divided by two other assumed quantities and the quotients being severally added 
to the quanlity first put, the moieties of the sums are the sides of a scalene 
triangle: from the same quotients the two assumed quantities being subtracted, 
the sum of the moielies of the differences is the base. 

35. The square of the side assumed at pleasure, being divided and 
Ihen lessened by an assumed quantity, the half of the remainder is the upright 
of an oblong tetragon; and this, added to Ihe same assumed quanlity, is the 
diagonal. 

36. Let the diagonals of an oblong be the flanks of a tetragon, ha- 
ving two equal sides. The square of the side of the oblong, being divided 
by an assumed quantity, and then lessened by it, and divided by two, the 
quotient increased by the upright of the oblong, is the base, and lessened by 
it, is the summit. 

37. The three equal sides of a tetragon, that has three sides equal, 
are the squares of the diagonal (of te oblong). The fourth is found by sub- 
tracling the square of the upright from thrice the square of the (oblong’s) side. 
If it be greatest, it is the base; if least, it is the summit. 

38. The uprights and sides of two rectangular triangles, reciprocally 
multiplied by the diagonals, are four dissimmilar sides of a trapezium. The 
greatest is the base; the least is the summit, and the two others are the flanks. 


Wir übertragen diese Sätze zunächst in die gewöhnliche mathematische 
Ausdrucksweise; wobei wir zugleich alles im Texte Weggelassene, was noth- 
wendig zur Sache gehört, vervollständigen. 


33. Setzt man jede der beiden gleichen Seiten eines gleichschenkligen 
Dreiecks gleich «15°, und die Grundlinie gleich 2(@— 5’), wo a und d 
beliebige rationale Zahlen sind, so ist auch die Höhe und der Inhalt dieses 
Dreiecks rational. 
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34. Wenn die drei Ballen eines schiefwinkligen Dreiecks folgende 
Werthe haben: 1 un ar (Z -+e) und ei 4 eo), wo a,b 


und e beliebige rationale Zahlen sind, so sind die Höhen und der Inhalt des- 
selben ebenfalls rational. 


35. Wenn eine Seite eines Rechtecks gleich «, die andere gleich 


a? 
b 


die Diagonal dieses Rechtecks rational. 


4 —b) genommen wird. wo a und Ö rationale Zahlen sind. so ist auch 


36. Nimmt man von den zwei parallelen Seiten eines Paralleltrapezes 
. . . a 
die eine gleich +6 —b)--1 GEN die andere gleich 4 p( 5) q (&e), 


und jede der beiden andern einander gleichen, nicht parallelen Seiten gleich 
ı a ): so erhält man, wenn «a, d, c rational sind. ein Paralleltrapez. 
dessen Seiten, Höhe, Diagonalen und Inhalt rational sind. 

37. Ein Paralleltrapez mit drei gleichen Seiten, dessen Seiten, Höhe. 
Inhalt und beide (einander gleiche) Diagonalen rational sind, erhält man, wenn 
jede der drei gleichen Seiten gleich («-- 5°) und die vierte Seite gleich 
3(a —b’)’—4Au’b? angenommen wird; wo a und db rationale Grölsen be- 
zeichnen. 

38. Wenn die vier Seiten eines Vierecks, welches sich einem Kreise 
einschreiben läfst, die Werthe («°-—- D’)( — d’), (“ —b)(e--d’), 2cd(a’-—-b*) 
und 2ab(c’--d’) haben, wo a, db, c und d beliebige rationale Zahlen be- 
zeichnen, so sind auch die beiden Diagonalen, die Abschnitte derselben, so 
wie der Inhalt des Vierecks. und der Durchmesser des umschriebenen Krei- 
ses rational. 

Alle diese Sätze lassen sich auf die einfachste Weise durch blofse 
Zusammensetzung rechtwinkliger pylhagoräischer Dreiecke finden, deren Bil- 
dung. auf der Lösung der arithmetischen Aufgabe beruhend: zwei Quadrat- 
zahlen zu finden, deren Summe wieder eine Quadratzahl ist, den Indern 
vollständig bekannt war. Wir wollen nun von den einzelnen Sätzen zeigen. 
wie sie alle fast unmittelbar aus dieser Quelle fliefsen. 

Zur Bildung des gleichschenkligen Dreiecks mit rationalen Seiten und 
Inhalt, welche im Satze 33. gelehrt wird. werden nur zwei congruente py- 
thagoräische rechtwinklige Dreiecke so an einander gesetzt, dafs zwei an ein- 


anderliegende gleiche Katheten die Höhe, die beiden andern die Grundlinie bilden. 
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Die Bildung des schiefwinkligen Dreiecks mit rationalen Seiten und In- 
halt, im Satze 34., geschieht durch die Zusammensetzung zweier verschiede- 
ner pylhagoräischer rechtwinkliger Dreiecke, wenn in beiden eine Kathete 
gleich gemacht worden ist. 

Das Rechteck im Salze 35. entsteht durch Verdoppelung eines pytha- 
soräischen Dreiecks. 

Das Paralleltrapez mit zwei einander gleichen, nicht parallelen Seiten 
wird gebildet, wenn man zunächst die beiden congruenten pythagoräischen Drei- 
ecke BED und BGD (Taf. I. Fig. 1.) zu einem Rechtecke EB@D zusammen- 
setzt, dessen Seiten und Diagonalen rational sind. Setzt man darauf ein zweites 
pythagoräisches Dreieck BEA, dessen Kathele einer Rechtecksseite gleich ge- 
macht ist, an das Rechteck an, und schneidet auf der andern Seite das diesem 
congruente Dreieck C@D von dem Rechtecke ab, so erhält man das Parallel- 
trapez Auch mit rationalen Seiten, PRSERENE: Höhe und Inhalt. It BE=a, 


DE— (2 —b), 








u T +); nimmt man ferner AE 


:@C =] e — c), so wird AB=CD=1 £ -. c), also AD — ( b) 


> 
- C 


4 = _- c) und BC — 1 iz — b) — 1 — 0); wie der Satz es vorschreibt. 


Das in dem folgenden Satze 37. construirte Paralleltrapez mit drei 
gleichen Seiten erhält man auf folgende Weise. Man setzt zunächst die bei- 
den congruenten rechtwinkligen pythagoräischen Dreiecke AEB und AED 
(Fig. 2.) zu einem gleichschenkligen Dreiecke ABD zusammen, dessen Seiten 
und Höhen rational sind. Es wird also dadurch auch die Höhe BF’ rational, 
und eben so werden es die beiden Abschnitte AF’ und #'D der Grundlinie AD. 
Verbindet man nun das dem Dreiecke BF'D congruente Dreieck B@D mit 
diesem zu einem Rechtecke BF'DG und schneidet davon das Dreieck C@D ab, 
welches mit AF'B congruent ist, so hat man das verlangte Paralleltrapez ABCD. 


It AE—=2Rab, BE= DE=«—Ö, so it BA = AD—= DU = «db; 


ferner ist in dem Dreiecke ABD: AE.BD= BHF.AD, also BF— ur 
_2(a’—b°)? 
a? +5? ’ 


— a —b’ 


BR... 2 z ud . Hieraus folgt nach den pythagoräischen Lehrsatze IFf'=- 


also AF— CG — aD - | und hieraus DF'— AF— rn 


S(e’-—- 5%’ — 4a’ b’ 
a?-+b? 


mit «°—+5’, so hat man die im Satze angegebene Regel. 

















— BC oder BÜ —= Multiplieirt man noch alle diese Stücke 
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Der nun folgende letzte Satz 38. ist der merkwürdigste der sechs 
Sälze des Brahmegupta, weil er ein etwas allgemeineres Viereck zu bilden 
lehrt, dessen Stücke rational sind. Setzt man zunächst (Fig. 3.) die beiden 
rechtwinkligen pythagoräischen Dreiecke AEB und CEB mit der in beiden 
gleich gemachten Kathete BE an einander, sodann an CE das Dreieck CED, 
welches dem Dreieck AEB durch passende Vervielfältigung und Theilung seiner 
drei Seiten auf die Weise ähnlich gemacht ist, dafs die der BE entsprechen- 
den Kathete gleich CE ist, und setzt eben so das Dreieck AKD, welches dem 
Dreiecke BEC auf die Weise ähnlich gemacht ist, dafs die der Katlete BE 
entsprechende Kathete desselben gleich AE ist, an AE an: so ist auch die 
Kathete DE in diesen beiden neuen Dreiecken dieselbe, und man erhält das 
verlangte Viereck ABCD. Der Punct D kann auch einfach so bestimmt wer- 
den, dafs man um das Dreieck ABC einen Kreis beschreibt und die Höhe 
des Dreiecks AK verlängert, bis sie die Peripherie des Kreises in D schneidet. 
Nimmt man die beiden rechtwinkligen pythagoräischen Dreiecke, deren Seiten 
2ab, Ü—b', a’ --b* und 2cd, —d’, e-—-d” sind, und mnltiplieirt. um zwei 
Katheten in beiden gleich zu machen, die drei Seiten des ersten mit 2ed, die 
des zweiten mit 2ab, so erhält man, nachdem dieselben zu dem Dreiecke ABC 
zusammengesetzt worden sind: Ab = 2cd(«“—b’), BE — 4abed, CE 
— 2ab( — d’), AB—=2cd(a--b), BU— 2ab(c’--d?); ferner wird we- 
sen der Ähnlichkeit der gegenüberliegenden Dreiecke, DE—= (“—B’)(—.d’), 
CD=(«--W)c—d), DA= (a —b)(c--d’); wie es im Satze verlangt 
worden ist. 

Die sämmtlichen Sätze des Brahmegupta von der Bildung von Drei- 
ecken und Vierecken mit rationalen Stücken beruhen also hauptsächlich nur 
auf der Bildung rechtwinkliger Dreiecke mit rationalen Seiten. Die dazu 
nöthigen geometrischen Kenntnisse beschränken sich, wie man sieht. auf den 
pythagoräischen Lehrsalz; wozu allenfalls noch der Satz gerechnet werden 
kann, dafs die vier Abschnitte, in welche zwei Sehnen eines Kreises sich 


gegenseitig iheilen, in gleicher Proportion stehen. Aber selbst mit diesen be- 
schränkten Mitteln hätte Brahmegupta weit mehr leisten können, da sie nicht 
nur zur Bildung der besonderen Vierecke des Satzes 38., in welchen die 
Diagonalen auf einander senkrecht stehen, sondern sogar zur allgemeinsten 
Lösung der Aufgabe über das dem Kreise einschreibbare Viereck mit rationalen 
Stücken vollständig ausreichen. Diese allgemeinste Lösung wird nämlich folgen- 
dermaafsen gefunden. 
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Man nehme drei rechtwinklige Dreiecke mit rationalen Seiten, und lege 
sie. nachdem man eine Kathete in allen gleich gemacht hat, mit dieser Kathete so 
an- und auf einander, dafs die andern Katheten in einer geraden Linie liegen. 
Durch Zusammenselzung der drei Dreiecke BFA, BFE und BFC (Fig. 4.) 
erhält man dann die beiden an einander passenden schiefwinkligen Dreiecke 
BEA und BEC, welche zusammen das Dreieck ABC bilden. Um dieses 
Dreieck ABU ziehe man einen Kreis, verlängere BE bis an die Peripherie 
desselben nach 2, ziehe DA und DU: so ist ABCD das verlangte Viereck. 
dessen Seiten. Diagonalen,. Abschnitte der Diagonalen, Radius des umschrie- 
benen Kreises und Inhalt rational sind. Nimmt man für die Seiten der zum 
Grunde gelegten drei pylhagoräischen Dreiecke folgende: Erstlich, 2ab, @—b', 
a’--b’; Zweitens, 2cd, © —d', ce’ +-d’; Drittens, 2ef, ®—f, e’--f, so 
erhält man leicht folgende Ausdrücke für die vier Seiten des Vierecks: 

AB = (a-b)(e-—-f)cd, 

BU = ab(E-+-d’)(e--f}), 

UÜD — (“-+Ö)lef(e —d’) — cd(e® —f’)). 

DA = (E--d’)(ef(a@ —b’) —abte —f?)). 
Diese Ausdrücke geben, wie sich später zeigen wird. ganz allgemein alle dem 
Kreise einschreibbaren Vierecke mit rationalen Seiten, Diagonalen und Inhalt. 
Brahmegupta ist bis zu dieser vollständigen Auflösung der von ihm behan- 
delten Aufgabe nicht vorgedrungen, obgleich sie, wie wir sahen, durch die- 
selben einfachen Mittel ais jene beschränkteren möglich war. 

Die hier gegebene vollständige Darlegung der sechs Sätze des Brak- 
megupta widerslreitet in einem Hauptpuncte der Ansicht, welche Chasles über 
dieselben und über den ganzen Abschnitt, welchem sie angehören, aufgestellt 
hat. Chastes sieht nämlich die vorhergehenden zwölf Sätze 21. bis 32. als 
Vorarbeiten an. welche hauptsächlich nur dazu dienen sollen, diese sechs arith- 
melischen Sätze. und namentlich den letzten derselben, vorzubereiten, und er 
meint, dafs alle diese vorhergehenden Sätze bei der Lösung der Aufgabe über 
das Viereck mit rationalen Stücken ihre Anwendung finden, so dafs keiner 
derselben dieser Aufgabe fremd, oder für sie überflüssig sei; welches, wie wir 
zeiglen. nicht der Fall ist. Eine genaue Entwickelung der übrigen rein geo- 
metrischen Sätze dieses Abschnitis würde uns zu weit von unserem Ziele 
entfernen: dieselbe würde die zu hohen Erwartungen, welche Chasles von 


verloren gegangenen geometrischen Methoden der Inder hegt, gar sehr herab- 
stimmen. und einen neuen Beleg für die Behauptung von Colebrooke liefern, 
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dafs sich die Geometrie der Inder in der damaligen Zeit nur auf einer sehr 
niedern Stufe der Ausbildung befunden habe, während die arithmetischen Kennt- 
nisse derselben viel bedeutender waren. Die geometrische Methode der Inder 
zur Zeit Brahmegupta's scheint nemlich nach den vorliegenden Proben haupt- 
sächlich nur in einer sehr unwissenschaftlichen Art von Induction bestanden zu 
haben, durch welche sie ihre Sätze fanden, die ihnen sodann als Regeln galten 
und eines Beweises nicht mehr bedürftig schienen. Sie bildeten sich ihre 
Figuren, namentlich Dreiecke und Vierecke, so, dafs die einzelnen Stücke der- 
selben durch Zahlen, und zwar immer wo möglich durch rationale oder ganze 
Zahlen ausgedrückt wurden; aus diesen Zahlen hauptsächlich abstrahirten sie 
ihre allgemeinen Regeln für die Berechnung der Stücke; und wenn dieselben 
in mehreren vorliegenden Fällen galten, so schrieben sie ihnen ohne Beden- 
ken allgemeine Gültigkeit zu. Hieraus glaube ich, ist es zu erklären, dafs 
Brahmegupta viele, nur unter besondern Bedingungen geltende Sätze so giebt, 
als wären sie allgemein gültige. Dafs namentlieh viele der Sätze über das 
Viereck nur unter der Bedingung gelten, dafs die Diagonalen auf einander 
senkrecht stehen, hat seinen Grund wohl darin, dafs Brahmegupta hauptsäch- 
lich nur Vierecke dieser Art zu bilden verstand. und dafs er deshalb haupt- 
sächlich nur von solchen seine Regeln abstrahirte. Diese weggelassenen noth- 
wendigen Bedingungen, welche, wie C’hasles annimmt, immer hinzugedacht, 
wenn gleich nicht ausgesprochen wurden, sind nach meiner Ansicht, wenig- 
stens grolsentheils, aus wirklicher Unkenntnifs weggelassen; wofür sich als 
äufserer Beweisgrund auch die Ansicht des indischen Mathematikers Bhascara 
anführen läfst, weleher fast sechs hundert Jahre nach Brahmegupta lebte 
und, wenn auch kein grofser Geist, doch ein Kenner der ältern Mathematiker 
seines Vaterlandes war; dieser tadelt Brahmegupta gerade wegen jener Ver- 
nachlässigungen, welche das Viereck betreffen, indem er sagt: „Yet though in- 
determinate diagonals have been sought as determinate by Brahmegupta and 
others,” und nennt an einer andern Stelle Den, welcher dieses thut, einen 
dummen Teufel (blundering devil). 


Wir wollen nun unsere eigene Auflösung der allgemeineren Aufgabe 
entwickeln: Vierecke zu finden, deren Seiten und Diagonalen rational sind; 


indem wir zunächst beweisen, dafs in jedem solchen Vierecke auch die Ab- 
schnitte rational sein müssen, in welche die beiden Diagonalen sich gegenseitig 
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theilen. Ist ABCD (Fig. 5.) das Viereck, dessen Seiten AB, BC, CD, DA, 
so wie die beiden Diagonalen AC, BD rational sind, und man nennt die 
Winkel BAC=u, DAC—v, AEB—=w, so sind die drei Cosinus cosu, 
cosv® und cos(@#-- v) rationale Zahlen; denn diese drei Winkel a, v, u-+r 
sind Winkel in Dreiecken, deren drei Seiten rational sind, und der Cosinus 
des Winkels eines Dreiecks ist eine rationale Function der drei Seiten des- 
selben. Hieraus folgt nun nach der Formel cos(u --v) = cosucosv — sinusinv, 
dafs das Produet sin®sin® rational ist. Da ferner sinv’ — 1—-cosv? rational 


ö bare li Ze \ sin u j i . 
ist. so folgt durch Division mit sinv’, dafs auch = rational ist. Nun ge- 


ben die Dreiecke AEB und AED die Gleichungen: BEsinw — ABsinu 
BE ABsin « BE 





und DEsinw == DAsinv, also DE Dan, ; woraus folgt, dafs —,; ralio- 
. 4 BE+DE 
nal sein muls. Addirt man zu diesem Quotienten Kerns, so ist auch an 


. BD . . a 
rational, d.h. DE rational. und, weil auch die Diagonal 3D rational ist, so 


folgt, dals DE rational ist; also auch BE. Derselbe Beweis gilt eben so für 
die beiden Abschnitte AE und CE der andern Diagonal AE. Wir erhalten 
daher folgenden 
Lehrsatz. J/n jedem WVierecke, welches rationale Seiten und 
Diagonalen hat, sind auch die vier Abschnitte rational, in welche 
die Diagonalen sich gegenseitig theilen. 


Das gesuchte Viereck ist also immer aus vier Dreiecken mit rationalen 
Seiten zusammengeselzi. in deren jedem ein Winkel, als Winkel, den die 
beiden Diagonalen bilden. bestimmt ist. Deshalb lösen wir denn jetzt die 
einfachere Aufgabe: Dreiecke mit rationalen Seiten zu bilden, welche einen 
gegebenen Winkel =» haben. Dieser Winkel w ist, damit die Aufgabe über- 
haupt lösbar sei, stets so anzunehmen, dafs der Cosinus desselben eine ratio- 


’ . . . . x. m 
nale Zahl ist. Es sei demnach in dem Dreiecke ABGB (Fig. 5.) csw——. 
t 
AE—=eo, BE=Pß und AB==a, so ist 
2m 


1. = «“- PP ——oß. 
n 


Nimmt man an. dals die drei Seiten ©, 5 und a ganze Zahlen sein 
sollen, ohne einen, allen dreien gemeinschaftlichen Factor (welches eben so 


a . . . m . 
alleemein ist. als die Annahme rationaler Zahlen) und dafs der Bruch „ |n 
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den kleinsten Zahlen ausgedrückt ist, so mufs 2«@/ durch n theilbar sein. 
und es sind nun die beiden Fälle zu unterscheiden, wo rn ungerade und wo 
n gerade ist. Man untersuche zunächst den ersten dieser Fälle: na ungerade. 
Für diesen ist «@-? durch n theilbar; & und 5 müssen also jedes irgend einen 
der zwei Factoren des n enthalten. Setzt man demnach nr —=r-s, so is! 
e—=r.a, ?=s-P' zu setzen, und folglich 
2. «= rat P"—2maß. 

«@ und 2’ haben nun keinen gemeinschaftlichen Factor, weil sonst «, 9, und 
auch «, denselben haben müfsten; gegen die Voraussetzung: also ist auch we- 


3, Wird mit r? multi- 


nigstens eine der Zahlen «' und 5’ ungerade, z.B. | 
plicirt. so kann man der Gleichung (2.) auch folgende Form geben: 
3. ra —= (rad — mßP') + (n"— m’), 

oder auch die Form: 

4. (ra-- rd —mP')(ra— ra -- mp’) = ("— m’) p". 
Die beiden Factoren r «a — re —mp' und ra— ra --m/' haben nun keinen 
gemeinschaftlichen Primfactor mit ;>’, weil sonst auch ihre Summe und ihre 
Differenz, nämlich 2ra und 2 (r’«— mp’), also auch r’«' und folglich auch «', 
oder a, denselben Primfactor haben müfsten. Zerfället man daher n’— m’ in 
irgend zwei Factoren p und g, so dafs n"— m’=-pg ist, so mufs 


ii 23 2 Be Pr. 
PR a—m) = py; 
>. ra— ra —+mß'" = g=2° und 
| P=yz 


sein. Aus diesen drei Gleichungen folgt 


2 ’ . 
6. ii — FM12m—, 











pP y 
I ‘ 
| r"@ zna. 
und dd a—reo', A=sf', rs—n, also —— = —— ist 
P pP 
r 2na »p 9 123 
Ze ee ii Ze 
4 PV 'ı- - . . “ = 
Setzt man nun PY — n5, wo S eine beliebige rationale (gebrochene) Zahl 
2 2 
. 12 /A n — m . m 
bedeutet, so wird Baulee „=, also, wenn endlich noch ——c ge- 
y ng n& n 
setzt wird, 
2 


Zn 5+20-159 oder 
. . re!  rerdire. 
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ß 28 28 
Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XXXVII. Heft. 2 





10 I. Kummer, Viereche mit rationalen Seiten und Diagonulen. 


Diese Gleichung (7.) ist nicht allein nothwendig, sondern auch hinreichend 
für die Construclion des verlangten Dreiecks; denn vermöge derselben is! 


Ä P(E ii A 


, @ : WM (--P—R2caß) = — 2: — 


Wir haben jetzt eigentlich noch den zweiten Fall, wo n gerade ist. 
eben so zu behandeln: da er aber nach derselben Methode genau zu denselben 
Resultaten (7. und 8.) führt, so wollen wir ihn nicht besonders herschreiben. 
Der Satz, welchen wir erlangt haben, ist folgender: 

Lehrsatz. Wenn in einem Dreiecke, dessen Seiten rational sein 
sollen, ein Winkel so gegeben is!, dafs der Cosinus desselben ralio- 
nal und gleich ec ist, so mufs das Verhältnifs der beiden, ur Winkel 


He — 
28E 
lassen, in welchem $ irgend eine rationale Zahl bedeutet; und unge- 


Mi | duretsllen 





einschliefsenden Neiten sich durch den Ausdruck 


kehrt: wenn das Verhältnifs dieser beiden rationalen Seiten sich in 
dieser Form darstellen läfst, so ıst auch die dritte Seite rational. 

Um diesen Satz auf das Viereck anzuwenden, bezeichne man die Theile, 

in welche die Diagonalen sich gegenseitig theilen, und welche, wie oben ge- 

zeigt, rational sein müssen, durch «&, P, y, d, so dafs (in Fig.5.) AE = «, 

BE=—=), CE=y, DE=0 ist, und construire das Viereck mit diesen vier 

Stücken und dem Winkel, den die beiden Diagonalen bilden und dessen 

Cosinus rational und gleich e ist. Da es ferner nur auf die Verhältnisse dieser 

vier Abschnitte der Diagonalen ankommt, nicht auf die absoluten Längen, so 

kann man eine dieser Gröfsen willkürlich annehmen, oder auch, am einfachsten. 











sie der Einheit gleich setzen. Wird demnach 5 ==1 gesetzt, so erhält man 
dafür, dafs aufser den Stücken «, £, y, d auch die vier Seiten des Vierecks 
ABCD rational werden, folgende nothwendige und hinreichende Bedingungen: 
(£+co)’—1 (7— c)’—1 
e =3 en “ Br 2 . 
q \ Pr ‘ PT 
G. m ® 
do (X — €) u. oe (+) — 
E PART, 2x ’ Eau 2y 
Da die drei Gröfsen «, 7, ld diesen vier Gleichungen genügen müssen, 


so folgt, dafs die fünf rationalen Zahlen S, 7, x, y und ec nicht ganz beliebig 
sind. sondern folgender, aus der Elimination des @, 7 und Öd hervorgehenden 


Gleichung genügen müssen: 


10. (EIS) (&te St —A yet el fc) 

















nn rennen 








1. Kummer, Viereche mit rationalen Seiten und Diagonalen. 11 


Umgekehrt giebt aber auch jede rationale Bestimmung dieser lünl Grö- 
[sen, welche der Gleichung (10.) genügt, und von welchen Grölsen ec, als 
Cosinus eines realen Winkels, kleiner als Eins sein mufs, eine passende Be- 
stimmung der drei Gröfsen «, y, 0, für welche auch die Seiten des Vierecks 
ralional werden: denn wenn noch der Kürze wegen 1— ce’ durch A° bezeichnet 
wird. so dafs % den Sinus des Winkels der beiden Diagonalen bezeichnet, der 
zwar nicht nothwendig selbst, aber dessen Quadrat stels rational ist, so erhäll 


man nach der Gleichung (8.) folgende Ausdrücke der vier Seiten: 





AB — + h’ BC — n+K 
ie Bd une 








\co — (e"=1) TE, a N 


Die vollständige Auflösung der Aufgabe, alle die Vierecke zu Saas deren 
vier Seiten und beide Diagonalen ralional sind. liegt demnach allein in der Aul- 
lösung der Gleichung (10.) durch rationale Zahlen. Will man aufserdem die 
zweite Bedingung hinzufügen, dafs auch der /nhalt des Vierecks rational sein 
soll. so macht dies keine besondern Schwierigkeiten; denn dieser Inhalt hat, 
aus den Inhalten der vier Dreiecke zusammengesetzt, folgenden Ausdruck: 
(a5 -+-Py--yd-+de)sinw; die einzige nolhwendige und hinreichende Be- 
dingung, damit auch dieser ralional werde, ist also nur die, dafs aufser cosw = e 
auch noch sin 0 — A rational sei; und diese Bedingung wird auf die allge- 





a ce u —1 . 

meinste Art dadurch befriedigt, dafs man dem e die Form 5 | giebt: 
,- . 

2r . T - .p ® « > 
wodurch k= 1: wird. Von den fünf Gröfsen, welche die Gleichung ( 10.) 
” ’ 

enthält, betrachte man nun die drei 5, 7 und ec als willkürlich anzunehmende 

rationale Zahlen, und nur x und y als die beiden Unbekannten, welche, wenn 

jene gegeben sind, allemal so bestimmt werden sollen, dafs sie rational sind 

und der Gleichung (10.) genügen. Diese Gleichung ist in Beziehung auf jede 


der Unbekannten vom zweiten Grade und kann, wenn für die Ausdrücke 


(Sto’—1 (n— c)’ - u Ada 
Bi) und > der Kürze wegen die Zeichen « und y beibehalten 








werden, folgendermaafsen dargestellt werden: 


12. eh: + ec)’ nr) DIE (“ 2 ) 
oder, nach den Unbekannten ae durch: 
19, En y°— (a.u’ MERERLERFEHEEFFFNE —kyx = 0 und 
aya — (yy’+rRecle+y)e—ykK)c—kay—V0. 








2% 
= 
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Löset man diese Gleichung in Beziehung auf y auf, so erhält man: 


ev — 2e(ea+y)r—ah’ty|(er’—2ce(a+y)e—ah’)’+4h?’y’.r?] 
2yX ' 





4. y 


Die ganze Aufgabe redueirt sich also jetzt darauf, die rationalen Werthe von 
x zu finden, für welche auch die Wurzel 
lex —2ce(a+-y)er— ak’) -—-4k’y 2?) 

rational wird. Diese Aufgabe ist bekanntlich schon von Euler mehrmals be- 
handelt worden; und zwar zuletzt in einer Abhandlung vom Jahre 1780, welche 
erst im Jahre 1530 in dem elften Bande der „Memoires de l’Academie de St. 
Petersbourg” erschienen ist. Auch hat Jacobi in der Abhandlung „De usu theo- 
viae integralium elliplicorum et Abelianorum in analysi Diophantea,” im drei- 
zehnten Bande dieses Journals S. 353, die Aufgabe mit Hülfe der elliptischen 
Funelionen gelöset, und dabei bemerkt, dafs diese Methode mit der Kulerschen 
im Wesentlichen übereinstimmt. Es mufs, damit nach den genannten Methoden 
die Lösung der Aufgabe überhaupi gelinge, immer eine bestimmte Anzahl, und 
wenigstens eine der Fundamentlal-Auflösungen bekannt sein; aus welchen dann 
eine unendliche Anzahl neuer hergeleitet wird: die Fundamental- Auflösungen 
aber direet zu finden und durch die aus ihnen herzuleitenden alle möglichen 
Auflösungen zu erschöpfen, ist ein noch ungelösetes Problem, welches bedeu- 
tenden Schwierigkeiten unterworfen zu sein scheint. Wir müssen darum hier 
darauf verzichten, die vollkommen allgemeinen Ausdrücke für die Stücke des 
Vierecks mit ralionalen Seiten und Diagonalen in entwickelter Form, d. h. so 
darzustellen. dafs die nöthige Bedingungsgleichung (10.) von selbst erfüllt wird, 


o”8 
Y 


sind indessen durch die Kuler'sche Methode in den Stand gesetzt, eine unend- 
liche Anzahl solcher Ausdrücke zu liefern, welche sehr allgemein sind, da sie 
die drei willkürlichen rationalen Zahlen 5, 7 und e enthalten; denn jeder 
rationale Werth von x, welcher die obige Wurzelgröfse rational macht, giebt 
eine solche Formel. 

Die einfachsten rationalen Werthe von x, welche der Gleichung (10.) 
so genügen, dafs auch y rational wird, und welche sich von selbst darbieten 





und also hier als Fundamental - Auflösungen benutzt werden sollen, sind 2 = (0, 
z——1--e und 2=n. Diesen entsprechen nämlich die Werthe „=0, y==1— ec 
und ==. Der erste dieser Werthe «=-0 und y==0 giebt für sich kein 


wirkliches Viereck. sondern nur ein solches, dessen eine Winkelspitze im Un- 
endlichen liegt. Ebenso giebt —=1--ce, y==1-—c nur ein Viereck, von 


welchem zwei Winkelspitzen ineinanderfallen: welches also ein Dreieck ist. 








m — 
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Der Werth 2=n, y==S aber giebt ein wirkliches Viereck, und zwar das 
dem Kreise eingeschriebene. Für diese Werthe x —n und y==S erhält man 
nämlich aus (9. und 11.) folgende Ausdrücke: 
E+Y—l 3.4 „_ WA  ,__(E+e’—) (lan —e’—1) 
16. a JE Bi ye DRG: 7, 0 — u | aa 
und 
| ER Ben: 
ii . BCÜ— 2n 
cp _— MI -IETN pa — Kr -dDa HN 
a 4m ri 4&n 


Diese Formeln enthalten auch den allgemeinsten Ausdruck aller einem 
Kreise einzuschreibenden Vierecke mit rationalen Seiten und Diagonalen; denn da 





diese der Bedingung @y— 50 genügen müssen, so folgt, dafs kein anderer 
Werth von d möglich ist. Soll aufser den Seiten und Diagonalen auch noch 
der Inhalt rational werden, so ist es, wie oben gezeigt, hinreichend, und noth- 
wendig, das ce eine rationale Zahl von der Form 7 sei; wodurch auch A 
rational wird. Für einen solchen Werth von e sind auch die hier gegebenen 
Formeln für das dem Kreise einzuschreibende Viereck, wie sich leicht erkennen 
läfst, wesentlich identisch mit den Formeln, welche wir oben durch blofse 
Zusammensetzung rechtwinkliger pyihagoräischer Dreiecke nach der Methode 
Brahmegupta's fanden. 

Als numerische Beispiele zu diesen Formeln für das dem Kreise ein- 
zuschreibende Viereck wollen wir e = 4 setzen, also we — 60": ferner S==2. 
n—3: dann ist a=}, f=1, y=%, 7=3%31, oder in ganzen Zahlen: 
a—=24, BP —=64, y=56, d—=21; die Seiten sind AB—=56, BC — 104. 
CD—49, DA=39 und die Diagonalen AUÜU— S0, BD=—=S5. Ein anderes 


Beispiel, auch mit rationalem Inhalt, ist e—=3, 5—=,7%, 7— 4; hiernach wer- 


« .) 


- 


den die Abschnitte der Diagonalen & — „45, P=1, 7=75, 0 = 3%, oder 


5 
in ganzen Zahlen: e— 60, 7 — 225, y = 105, d—2S; ferner die Seiten 
AB = 195, BCE—=300, CD 91, DA — S0 und die Diagonalen AU —- 165. 
BD=-253 und der Inhalt gleich 16698. 

Die Eulersche Methode, deren wir uns jetzt bedienen wollen, um 
aus den drei bekannten Werthen von x andere abzuleiten, die ebenfalls die 
obige Wurzel rational machen und also rationale Werthe des y geben, beruht 


hauptsächlich darauf, dafs der Ausdruck unter dem Wurzelzeichen, welcher 


nach x vom vierten Grade ist, auf die Form P’--OR gebracht wird, wo 
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P, O und A rationale ganze Funclionen vom zweiten Grade sind, mit ralio- 
nalen Coöflicienten. Aus diesen wird sodann die quadratische Gleichung 
17. 0Qz=2°+2Pz—- R= 0 
vebildet. welche auch nach a quadratisch ist und also ebenfalls auf die Form 
15. Sx#-2Tr—-— U=0 
sich bringen lälst. Wenn nun für irgend einen Werth von x die gegebene 
Wurzel, welche durch y(P’-+-OR) dargestellt ist, rational wird, so wird 
auch x rational; und zwar erhält es zwei rationale Werthe. Setzt man einen 
derselben in die Gleichung (18.) in 8, T und U, so giebt dieselbe zwei ra- 
tionale Werthe von x, deren einer der ursprünglich bekannte, der andere 
neu ist. und welcher ebenfalls die Wurzel y(P’--OR) rational macht, weil 
er einen rationalen Werth von & giebt. Legt man nun eben so diesen neuen 
Werth von z zum Grunde, so findet man auf gleiche Weise wieder einen neuen 
Werth dazu; und so kann man bis in’s Unendliche fortfahren, wenn sich nicht 
etwa ein Werth, der schon einmal da war, wiederholt; in welchem Fall man 
nur eine endliche Periode von verschiedenen Werthen erhält. 

Die erste für diese Methode nölhige Operation, nämlich eine qua- 
dratische Gleichung zu finden, deren Wurzel z sich durch die rational zu 
machende Wurzelgröfse ausdrücken läfst, und welche auch in Beziehung auf & 
selbst vom zweiten Grade ist. wurde in unserem Falle auf eine Weise schon 
ausgeführt; denn die Gleichung (10.). welche, einerseits nach y, andrerseits 
nach x geordnet, die Formen (13.) annimmt, ist eine Gleichung dieser Art. 
Grade diese aber leistet nur sehr wenig, denn sie giebt, wie leicht zu sehen, 
niemals eine unendliche Reihe von Werthen des x, sondern immer nur eine 
Periode von zweien. Ist nämlich x irgend ein genügender Werth. welcher 


2 


a ’ ’ . k° j 
auch y rational macht, so ergiebt sich als zweiter Werth nur — —. und dieser 
» 1 Fe , 


» “ . r . r k” . N 
führt wieder auf den Werth von x zurück. Der Werth —— siebt aber nie- 
LK 


mals ein anderes Viereck als x selbst. weil der Ausdruck von d derselbe 


r ° k’ a) . 
bleibt, wenn man .r in — — verwandelt. Eben so bleibt auch « ungeändert. 
u k? ; k’ R 
wenn Ss in —. und y, wenn 7 in verwandelt wird; welche Bemer- 
je Ä 


kung zu beachten nöthig ist. um verschiedene Werthe von x als Werthe zu 


erkennen. die keine wesentlich verschiedenen Formeln für Vierecke mit ra- 
tionalen Seilen und Diagonalen geben. 
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Obschon nun die Gleichungen (13.) selbst, nicht eine unendliche Reihe 
rationaler Werthe des x geben, für welche auch y rational wäre, so reich! 
doch eine leichte Anderung hin, sie dazu passend zu machen. Setzt man 
nämlich 2y==2, so erhält man: 

oe? .2 u; | a,\ = La a A en 
19. yr— (ar — Recla+y)e— ak) — k’yı — 0, 
oder, nach Potenzen von x geordnet: 
” | be „ PR s a/ LlLN\» »__ elwo_ eo\ - 
20. (az+Ky)a—2cla+y)s 02 —z(yz-- hr) 0. 
Sind nun x und 2’ die beiden Wurzeln der einen, x und ©’ die beiden Wur- 
zeln der andern Gleichung, so ist bekanntlich 











ee En 2 
21. 5—s ur x, 8 -+- 2’ = Ge nad +7) wi an 
| 7 
29 amt. 3(yz+h?e) ur __ ?e(a+y)2 
: nn Me ” “rg ie En A en u 
az+h Y az-+h 7 


Gehen wir jetzt von dem bekannten Werthe OÖ von x aus, so finden sich für 


% 
— 7, Der erstere z—0 





diesen von & die beiden Werthe z==0 und 2 — 


. ’ . . ' ; e h’a 
ist zu verwerfen, weil er nur == 0 zurückgiebt; die beiden Werthe 3 - — — 


Y 


und «== 0 aber geben nach der Gleichung (22.): 


2ca 
m u - 
a 
welches ein neuer Werth des x ist, der z, und daher auch y, rational macht. 
Vermittelst einer der Gleichungen (21.) findet man ferner für den zweiten 


Werth von z, welcher zu diesem Werthe x’ gehört: 





, __. 4etay 
u 
und hieraus wieder vermittelst einer der beiden Gleichungen (22.) für den 
zweiten Werth von x, welcher zu diesem Werthe von z& gehört: 
2 ca(dc’y’+k’(« — y)?) 
 (@—y)(4c?@’+k’(@—y)’) 
Zu diesem gehört wieder, als neuer Werth von 3, folgender: 
_ _ KHalkc’y’+Kk’(@— y)’)’ 
en (dc’a’+h’(e —y)’)’ ° 
welcher wieder folgenden neuen Werth des x giebt: 
cha («—y)(Ac’y’+h*(a—y)’)(2e*(@’+y)+h’(a—y)*) 


“> 








24. «= 











5 27 


 @ea’+h(a—y))(Ac’ay+h’(a — y))(de’ay—h’(a —y)*) 
und so kann man mit Leichtigkeit die Reihe der Werthe von x, welche je- 
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doch immer complieirter werden, weiter fortsetzen. Die zu ihnen gehörigen 


\Werthe von y erhält man ohne alle Rechnung durch Vertauschung der Buch- 


staben. weil die Gleichung (10.) oder (13.) ungeändert bleibt, wenn man 


,, e mit —e und x mit y verlauscht, wodurch auch « und 7 vertauscht 


werden. Wir erhalten so die erste Reihe allgemeiner Formeln für Vierecke mit 


valionalen Seiten und Diagonalen; was sich folgendermaafsen ausdrücken läfst: 


Wenn man in dem Viereche ABCD den Winkel der Diagonalen 
bestimmt, dafs dessen Cosinus eine rationale Zahl e ist, und die 
vier Abschnitte a, 9, y, 0, in welche die Diagonalen sich gegenseitig 

heilen, so annimmt, dafs 
. e) —1 


26. ü = . P — 5; Y u 


- (Eh) 


ist, wo S und n beliebige Rn Zahlen sind, x aber irgend einen 
der Werthe 








"VD 


Sr 














20a 
= = 5% z 
w. 2calde‘, "+k’(@—y)?) 
s (@— z)(Le’a’-+Hh’(e—y)‘) 
2 _ | ch“ «(la — y)ldcy’+h’(e— y) ni (@’+y’)+h’(a—y)’) 
i (4c’a’ th’(a—y )(dctay+k’( y)’)(dc’ay— h’(@—y)‘) 
eic. elc. 


erhält: so sind, aufser den beiden Diagonalen, auch alle vier Seiten 
des NVierechs rational, Die Ausdrücke für die vier Seiten sind: 








|42 us 2 BC — u 
27 Saar IM 
| UD -: — (4 Fe —! ). = en k’ =); DA ne Gar (I); 


wo y, dem jedesmaligen W. te des x entsprechend, einen der fol- 
genden Werthe hat: 


2cy 
Y —_92— r 
_ Me d 
7 - 7 ‚(4c’ & kl a 1 ') 





y __— 
(a—; )(4e’y’+h”(@e —y)*) ' 


4tch’z(e—y)(4c’«" ri (a- 








y)’) (2 e’(a’+y’)+ ‚2 








de (de’y’-+ ka — y)’)(dc’uy+hta—y)?)(4c!ay—h’(a—y)’) 
eic. elc. 
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Als Zahlenbeispiel sei e—=}+, also »==60", <=3, n—=3. Dann 
ist e—=1, f=1, 7=3; ferner 2=8, also d=#%, oder in ganzen 
Zahlen, «= 64, P=64, 7=—=56, d—= 221; ferner AB = 64, BC — 104, 
CD = 199, DA= 259 und die Diagonalen sind: AU -=- 120, BD — 285. 
Ein anderes Beispiel sei e=#, 5—=1, n=3; wsa=3}, —=1,y=4$, 
also 2’ $$ und d =471} giebt, oder in ganzen Zahlen: « —= 1680, 7 — 1500, 
y=9%0, d —= 1711; ferner sind die Seiten AB — 1020, BU — 2340, 
CD — 1105 DA= 3217, die Diagonalen AC = 2640, BD=-- 3211, und 
der Inhalt ist gleich 2543112. 

Sucht man weiter eine neue Reihe von passenden Werthen von .r, so 
bietet sich zunächst der Werth 2—=1--c als Fundamentalwerth dar, von wel- 
chem sich ausgehen läfst. Es findet sich aus demselben vermittels der Gleichungen 
(19. und 20.) wirklich eine neue Reihe Werthe von x, und aus diesen eine 
Reihe allgemeiner Formeln für die Vierecke. Die durch dieselben ausgedrückten 
Vierecke aber lassen sich alle aus den so eben gefundenen ableiten, wenn man 











aY \ ‚ . r . r. 
blofs überall — —- statt ö setzt. Dafs diese Verwandlung an jedem Vierecke. 


dessen Seiten und Diagonalen rational sind, ausgeführt werden könne. ohne dafs 
j 2 Bi . . 5 ®. - > 
Seiten und Diagonalen aufhörten rational zu sein, ist leicht zu zeigen. Be- 
schreibt man nämlich um das Dreieck CDA (Fig. 6.) einen Kreis. welcher 
BD in D’ wiflt, so ist ABCD'’ ebenfalls ein Viereck mit rationalen Seiten 


wy 


0) 
vier Abschnitte der Diagonalen anwenden läfst, so erhält man aus einem Vier- 


und Diagonalen, und es ist ED’ — Da sich die Verwandlung auf alle 


ecke mit rationalen Seiten und Diagonalen noch vier andere; und dazu noch 
zwei, wenn man die Verwandlung an zwei gegenüberliegenden Winkelspitzen 
ausführt. Alle übrigen Vierecke, welche durch wiederholte Verwandlungen 
dieser Art entstehen, sind den sechs bezeichneten ähnlich und geben also 
nichts Neues. 

Eine doppelt-unendliche Reihe wirklich brauchbarer Werthe von x 


geht aus 2 n hervor. Dieser Werth von x giebt nach (19.) für z die 
k’n 


c 
I 





beiden Werthexz—=$n und 3—= — ——. Vermittels einer der Gleichungen (22.) 


erhält man hieraus folgende zwei Werthe von «: 
__nl&n—?2e$+K?) ‚_ _ Kn(&—n+?2e) 





und x 





28. „= 


En+2en+k* 0 RefntKi—kh’n' 
Jeder dieser Werthe zieht eine unendliche Reihe anderer nach sich. welche 
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wir hier nicht weiter ausführen wollen. Da ferner auch von diesen beiden 
a 


Werthen der eine aus dem andern entsteht, wenn —. statt ; gesetzt wird, 
so eeben beide keine wesentlich von einander verschiedenen Formeln für 
Vierecke mit rationalen Stücken. Man kann also auch einen dieser Werthe 
unbeachtet lassen. Der erste giebt nach Gleichung (9.): 


s _ eylsnt (d-+e)’)(£7-+(1—e) .F 
(En —2eS+h’)(£n+2en-+k’) 


\ “& \ . . . 
Setzt man aber — „- statt ö, welches, wie gezeigt wurde, gestaltet ist, so er- 
C 








hält man von Ö den einfacheren Werth 


3’ Em: 2cöt-h snr+2en+i), 
En+A+o')&n+1—e)‘) 


t sich foleender Salz: 





Hieraus ereie! 


Wenn in dem Vierecke ABCD der Winkel der Diagonalen so an- 
genommen wird, dafs der Cosinus c desselben rational ist, und man 
den vier Abschnitten, in welche die Diagonalen sich gegenseitig theilen, 


die Werthe: 











| a | en 

9. 0 er) * Saga geranlag ai a 1 
zen (&n —tT )(£n+2cn-+N?) 
A(En+A+e)’)(En+ (1 —c)’) 


giebt, wo S und n beliebige rationale Zahlen sind, so werden aufser 
den Diagonalen auch die Seiten des Vierecks rational und es ist: 




















2 1 72 E 
AB—- ST, BE= TEE, 
| 2n 
30, | C 'D - En —2c +)? y + k” (£n+?2e n+Kk? Yy 
Auen tt Ente) ”) r 
L?2 5 )° + kl$n— 2 c_+h 2 
IDA= (sur2en / 
2E(En ti Fo®)lent( 1—.c)’) 
Zu einem Zahlenbeispiel sei c—= 4, mb, 5, Dies 





oiebt nach Wegschallung der Brüche, « —=456, P — 456, y —— 399, d = 440; 
ferner AB— 456, BÜ= 141, CD= 421, DA — 776, und für die Dia- 





gonalen AC— 855, BD = 596. Ein zweites Beispiele =}, $=$, n—=% 
giebt, nach Wegschaffung der Brüche, & = 4522, 9 — 4845, 7 —= 2261, 


0 —3900. AB — 4199. BÜ— 6460. CD_3121. DA=15935, AC=- 6783, 
BD— 745 und den Inhalt oleich 23726934. 


-- 
Sn 





nn nn 
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Von den unendlich vielen ähnlichen allgemeinen Sätzen wollen wir 
jetzt nur noch einen entwickeln, und zwar einen solchen, der auch auf den 
Fall anwendbar ist, wo ce=0, d. h. wo die Diagonalen auf einander senk- 
recht stehen; denn die bisher aufgestellten allgemeinen Sätze für die unregel- 
mäfsigen, dem Kreise nicht einschreibbaren Vierecke sind grade für diesen 
Fall nichtssagend. 


, n 2 os ei j 
Setzt man in der Fundamentalgleichung (13.) v= — (n— ı)s- S, 
j - | 
so erhält man folgende verwandelte Gleichung: 
31. ern — 2) -+(ah +2 ($y-+-ca+cey)e—ar)z -+ 7 kn 2) —=0, 


welche, nach Potenzen von x re auch wie folgt a werden kann: 
: k° i 
‘+ or \ - Bis Ti. . E .A \n >»? * —_ furl} w\ 
32. 0% (1- x" — |[y 2(57 | ea | cY w u1% | ) > | NS) V. 


Nimmt man nun 2==n an, so erhält man für x den Werth 


EUBCHRERNEER: =. =. 22.0. 
- n’(&*+-k°) 


Zu diesem giebt die quadratische Gleichung (32.) von x, aufser dem Werthe »,, 





noch den Werth: 


33 DB -:-22 ande snteh” + &—kK’n(+k°) 
(E+e)’—1)(E—n)(n’+K°) 


Mit Ubergehung der unendlichen Reihe neuer Werthe, welche wieder 





aus diesem folgen, erhalten wir hieraus folgende neue, allgemeine Regel: 
Wenn man die vier Abschnitte a, , y, d der Diagonalen eines Vier- 
ecks und den Winkel derselben w so bestimmt, dufs 


(£+ 0)’ —1 (n— ce) —1 
34. cosw = cC VA — en — 7 nn 1 1. EEE 
> 28 ’ l > / 27 


= (Er Tee) 
Znteönt eh’ + RE kn) (&+ MR) 


(EFF) I) En +h) 


ist, S, n und c aber beliebige rationale Zahlen sind, so sind in diesem 











wo 





me == 


Viereck, aufser den beiden Diagonalen, auch die vier Seiten ratio- 
nal; und zwar sınd sie: 
&* 5? 2 k? 
AB = > . BU — LIE, 


2x en 


en N, Dat) 





Un 


3). 








3% 
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wo 
2E(c& nt+eh”+h? &—k’n)(n’+K°) 
(ne —I)E- MEHR) 

Als Zahlenbeispiel sei # = 60", ce—=4, 5= —14, n=3. Dies giebt, 
nach Aufhebung der Brüche, « — 240, $ — 128, y„=112, d—=517, AB—=208, 
BC—=20S8S, CD=9%, DA — 273, AC—=352 und BD —= 185. 

Für den besondern Fall, wo die Diagonalen auf einander senkrecht 
stehen, also e=-0 und A==1 ist, läfst sich der Satz wie folgt ausdrücken: 

Wenn in einem NVierecke, dessen beide Diagonalen auf einander 
senkrecht stehen, die vier Abschnitte der Diagonalen die Werthe 





ne eu 




















224 r 71 
: = z — = 1. y 
36 | i 25 e a A 
‘ ı7 < i co & “ N je . o 
[0 _ Sntstn-Dents—ntDEn—stnrN—sn+stntN) 


TEE +1) 
haben, wo S und n beliebige rationale Zahlen sind, so sind auch 
die Seiten des Vierecks rational; und zwar sınd ihre Ausdrücke: 


- s+l BC — y’+1 
3 





2E en ’ 

42 HH NE LI) 
it REN! j 

pa — LELN+E +? 


BEn( Pine en 


Als Zahlenbeispiel für diesen je wo w = W ist, sei5=?2, n=3%; 











dann ist =}, P—=1,y= 7%, 03%, , oder in ganzen Zahlen: & —= 4680, 

ßB = 6240, y =2600, d = 2079, AB — 7500, BC = 6760, CD —= 3329, 

DA — 5121, AU=72S50, BD=— 8319 und der Inhalt = 30281160. 
Breslau im December 1846. 
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2. 


Entwicklung der ın elliptischen Coordinaten ausge- 
drückten reciproken Entfernung zweier Punete ın 
Reihen, welche nach den Laplace’schen 7” fort- 
schreiten; und Anwendung dieser Reihen zur Bestim- 
mung des magnetischen Zustandes eines Rotations- 
Ellipsoids, weleher durch vertheilende Kräfte 
erregt ist. 
(Von Herrn J. Neumann, Prof. der Mineralogie und Physik zu Königsberg. ) 





| wur 
Her Dr. Heine hat in diesem Journal Bd. 26. S. 185 die Differentialgleichung, 


welche aus 
d’v d’v d’v In 


dx’ 7 dy’ Ida! u 








entsteht, wenn darin statt der rechtwinkligen Coordinaten x, y, & die elliptischen 
x — rsindcosy, y==rsindsiny, 3 == y(r—#)cosY 
gesetzt werden, durch eine Reihe integriren gelehrt, welche nach den Laplace- 
schen Y“) (Kugelfunctionen) fortschreitet. Derselbe hat gezeigt, dafs diese 
Reihen-Entwicklung des Integrals von dem vollständigen Integral der Gleichung 


Ä „dS 
PTEWERR Kali - 
1. - +{n.n +1," )S — (0 


do 1— 0° 


abhangt. Dies ist dieselbe Differentialgleichung, aus deren einem parliculären 
Integral die Kugelfunction Y“) zusammengesetzt ist. Ich werde dieses par- 
ticuläre Integral durch P,„(0) bezeichnen. Es ist 


de P,„o (6) 
do” 








2. P,.(0) = (1-oji" 





y) 


worin P,.(0) eine ganze rationale Function von der nten Ordnung ist, welche 


der Gleichung 
d(1— 0°) 


3. Sinn +1.S = 0 





do 
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Fu Fa 


genüst und den Werth hat: 





ı pP 1.3....2n—1f , n.n—1l „a ı n.n—1l.n—2.n—3 „_; | N 
, f (0 er E rn v NEE 0 Pen — ( ro. Zu “ ‘ f u 0; ».» 2.» 
| er 2.2n —1 R.4.2n—1.2n—3 


Das zweite parliculäre Integral von der Gleichung in (1.) hat Heine 
durch Reihen dargestellt, die nach den fallenden Potenzen, entweder von 0, oder 
1-0) fortschreiten; mit der Bemerkung, dafs diese Reihen sich in dem 
hesondern Falle, wo m = 0 und a —0 ist, auf einen geschlossenen logarith- 
mischen oder trigonometrischen Ausdruck zurückführen lassen. Ich werde zei- 
gen. dals das zweite parliculäre Integral von (1.) sich immer durch einen 
geschlossenen logarithmischen oder trigonometrischen Ausdruck darstellen läfst. 
Ich bezeichne dasselbe durch @, (0), so dafs, wenn A und B zwei willkürliche. 
von o unabhängige Grölsen bezeichnen, das vollständige Integral von (1.) 

S —= A.P,n(%)+B.0,nm(0) 
ist. und behaupte. dafs 
d” 0,.0(6) 
do" 





>. W (0) nn (1 — 0°)?” 


ist. worin @,.,.0) das zweile particuläre Integral von der Gleichung (3.) ist 
(deren erstes durch P,,/6) ausgedrückt wurde) und den Werth hat: 


’-+-1 > 
6. 0,.(6) nn Fi Cu P,. (1) 4 


Lund $ 
ee ' 








Sclz! man aus (6.) den Werth von @,.(6) in (5.), so erhält man 


im (7 P.o(u) du 
1. ar ee race „wu ou 


/ (— u)" 





ich werde nachweisen, dafs, wenn man diesen Werth von Q,,„(0) statt 8 
in (1.) selzt, dieser Gleichung genügt wird. Man erhält nach einigen kleinen 


= = 


Reductionen aus (€.) 


14 | d.O,.n(6) 
d.i— 0’ — ech a 








ei hu = | 
do 6 r 9ı\l N P.o {t) 
u - — 1.2... rare f Di a, 
do ’ . J j (— u)” 

(m+1l.m+2—2.m+1.ou—m.m+1.u” , m’) 

(— u)’ I 41_—_ 0?) 


Nun ist aber. wie leicht zu sehen. 
d 1 


da i— u!’ —  ————— 


m+1.m +2 —2.m+1.0u—m.m-+1.u? du (6— u)! 








(6 - "7 ul du 
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und hierdurch verwandelt sich der vorstehende Ausdruck in folgenden: 

















EL Art 
do 
f ne u 
5 m-+-1 
da 
RER jr?" du m“ 
—1.2....m(—1)"” (1—0°) inf ou P, (u) DR VER (0). 
Fo | du | I— 6 


Das Integralzeichen in dem Gliede rechts läfst sich durch partielle Integration 
wegschaffen. Man erhält nemlich dadurch 





























1 
l . 
(6 — u)" +1 1 
d.1—u’ se ARE d. Bann 
Ju P..) ne | a 

m ar du ke du B. (— u)" t! du 

„AP,o(u) - 
»_| eis’ cu 

° 1 | u) dw 

“ (— u)” Fr du Kar 


worin die Glieder rechts, aufserhalb des Integralzeichens, wegen der Grenzen 
der Integration — 1 und —1 verschwinden. In dem letzten Gliede kann zufolee 
2 dP,.u(u) 








dAi— u = 


der Gleichung (3.) —n.n--1.P, (u) statt - —— geschrieben werden, 





so dafs 
1 


u. er 
d.i—#” nl 


er du _ | 
/ P,.(u) 1 cu = —N. n- 1° u Out, 
1 du ; (6 — u) rn i 


Setzt man diesen Werth in (8.). so erhält man. mit Rücksicht auf (7.): 


d.1— 0°) A 0r.m(6) 
do 


m? 
do = —(n.n+1 1") O,. m(0): 


welches die Gleichung ist, die bewiesen werden sollte. 


d. 




















Zur Ausführung der Integration in dem Ausdruck für @,,(0) in (6.) 





’ i Hlurou —i 
dient die Bemerkung, dafs / —E—_ ro log ——- ist, worin r eine ganze 
Pr u +1 


rationale Function von o vom p—1ten Grade bezeichnet, und gleich der Summe der 





. : ca o—1 l 
Glieder in der Entwicklung von 0’ log + nach den Potenzen von 7; Welche 
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mil == w nicht verschwinden. Hieraus folgt, mit Rücksicht auf den Werth 
von P, (u) in (4.), dafs 











9.0, — f' Futmöe — R,— P,,(o)log SG 
ist. worin 2, eine ganze rationale Function von o vom a—1ten Grade Ba 
und gleich der Summe der Glieder in der Entwicklung von P,,(o)log- 3 1 nach 
den Poltenzen von Z welche, wenn o== x wird, nicht verschwinden. Hier- 


Ö 


nach ist #2, leicht hinzuschreiben; es kann auch bestimmt werden durch die 


Differentialoleicehune 





. | | !-P,. | 
ser ‚R,- 44: Fnn(0) 
do ' | \ do 








welche man aus (3:) erhält, wenn darin statt NS der Werth von @,,(0) aus 
(9.) gesetzt wird. Es ist 








102 R 0. R=—2, R,= —30o, R,= —9(0"— 7%), U.$. w. 
Aus der Gleichung (9.) folgt sofort nach FR 
0 ri 
’ ade, Bo y-\ zm ee u / _ Am 6 
1 I. 4 H_ O, ver & 0 ) do” (1 0° } _Pp, 0 (0) log + 1 
und hieraus für den besondern Werth von m = n: 
 . o—i 
12. I. z 0) == — an © ee (0 lo 

( un J \ J do" n,.O\ ) g o+1 


In allen vorstehenden Ausdrücken kann o sowohl reell als imaginär sein. 
Die aus dem letztern Falle hervorgehenden Umformungen ergeben sich von 
selbst. Wenn o von der Form sy—1 ist, so hat man 


r U ee 7 nl .n—1 | } 
3)’ /sY—1) = __ 17 Im L a 3 
I 09} 1) u (—1) er 3.2n—1" EIER 











13. Ä P (sy—1) FR (m 1)?" (1-45 im dr P,. (sY—1) 


ds” 


| Qu sy—l) = R,„—2y—1. ee 


wo Rt, eine ganze rationale Function vom n—1ten Grade von s ist. und gleich 
der Summe der Glieder, welche in der Entwicklung von 


2y—1.P,,(sy—1)arc (tang — . 


S 
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nach den Potenzen von — mit s— x nicht verschwinden. Ferner ist 
14. Q,m(sy—1) 
— (—1)"?” (1 2m AT (R —2y—1.P,.(sy—1) are(tang ei )): 

\ ur dm VO | =, 

In der Anwendung ist häufig die Kenntnifs der Functionen P,,„ und @,,. für 
einige besondere Werthe ihres Arguments erforderlich. Diese Fälle will ich 
noch näher entwickeln. 

1. Wenn das Argument o, es mag reell sein, oder imaginär, unendlich 
erofs wird, verschwindet Q,„(0). Dies folgt aus der Definition der Funcion R,. 
Dagegen wird P,,„(0) unendlich grofs, wenn o reell und unendlich grofs wird; 
oder der Modul dieser Function, wenn o imaginär und unendlich grofs ist. 
Ich bezeichne dies durch die Gleichungen 

ss PP.) =», BR.) —=®, 

2. Es soll der Grenzwerth des Products «P,„ (er) Q,„.(erı). wo « 
veell oder imaginär sein kann, bestimmt werden, wenn « unendlich wird. 
Nach (2.) und (7.) ist 

eP,m(er) Q,m(erı) 


t er 70m ayam d”P,.o ar) P,o(u oT 
1.2... m" der)" (ern ee | a 








(ar, — u)" +1 


wo. wenn « sehr grofs wird, zufolge (4.) 


d”"P,„o(er) [i_ 1,3. 2er 
ande | Yen 








n.n—1....n— ın-+-1(ar)"" 


’+1 ö f 
gesetzt werden kann und, weil das Integral / ur P,.(u)ou verschwindel, so 
—!ı 


lange p kleiner ist als n: 
( n .m ...M- 1 ne . 
P,o(w)oun __ m+i.m+?2...m+tn f W"P,o(u)ou. 


I (er — u)"+ PR * 1.2... amtar! 








—] 
Setzt man zugleich statt 1—(ar)’ und 1—(ar,) respeciive — (er) und 
— (er,) und bemerkt, dafs 


Fe won Ar 
A 


—1 








ist. so erhält man als Grenzwerth: 


16. («P,n (0 r) O,.m(Er))a=x 


2 y 
— 317 rin r2..nt m)(n.n—1....n—ın--1) HT 
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Für m = 0 erhält man 


2 
| ‘. (0 P,,(er) Q,0(« Pla 


” 


2n+1 Hi 





3. Es sollen die Grenzwerthe von 
Om), Prm6 Q,m(0) und (1—0°) 


für 5 == 1 bestimmt werden. 


AP,m(6 
do 





) ” 
ü VO, m (0) 


In dem Inteeral 


Q,n(0) = (—1)”1.2....m(1— ul Ex ai) ) ou 


p)"ri 





ist wegen des Factors (1—0°)'”, wenn o sich der NR nähert, nur die 
obere Grenze zu berücksichtigen. Setzt man o0—(0— u) statt uw in P,„.(u) 
und ordnet diese Function nach den Potenzen von o— u, so erhält man das 
unbestimmte Integral 


f- ou P,„.v (1) nn 1 P,o (6) 1 1 .d. P,. „(0) 





am Emm I m 


(— ut | m (o—u)”" m-—Il (—u)"-! "ru 





wofür man, indem man die obere Integrationsgrenze «—=1 einführt, wenn © 
der Einheit sich nähert, 
(—1)” P.,.o(0) 
m "U—o)" 
schreiben kann. Substituirt man diesen Werth in @, (0) und setzt 2?” (1— 0)'" 


statt (1— 0°)”, so erhält man, da P,,(1) nach einem bekannten Satze — 1 ist: 





1 
m 


| 1.2....m —1.2° 
15. (dm Mozı En —( A_ojm w ru ME 
Aus der Gleichung (9.) ergiebt sich direct, dafs auch 


19. (O,0(0))o=ı == 09 ist. 
Aus (1S.) und (2.) ergiebt sich 














Im d" P, [07 
20. VB 1 
ö i do” ot 
is .„_ (fd”P,.oo R 
so lange m nicht Null ist, oder, wenn für CZ sein Werth 
- - Bei 
41 (ee) n—m+i.n—m+2...n...n+m 
do” /gmı 1.2....02° 
vesetzt wird: 
AT. N n—m+1l.n —m-+?2....n....n+m 
22. ER. (0) G.n (0))o=ı . + - + au ‚ 





Mm. 23m 


n .. . re a hd } . N . [ ( 
Für m = 0 giebt die Gleichung (9.) 


23 (Pl) Ar Mn ES. 
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nz 


Aus der Gleichung 














9, d.P (6) um d” ‚pP (6) e VERENT wi vlO) 
(1— 0° — — — mo(l1— 0° —n Li4— ei” "Io, 
\ ) do ( ) dom | A ) do” 1 
verbunden mit (18.) und (21.), folgt 
‘ / x d: P..: (6) f ' 
24. a-° Er +0,n(0)) — —n—m+1.n — m-+?2...n...n-+m, 
) o=1 


so lange »n nicht Null ist; für m —=0 ist 


d. abe 


25. (1— 0°) —— -Q,0.(0) = 


ı “w 


4. Es sollen die Werthe für 


YLp m - pr : 3m +1 P,.(u)ou 
2%. Q,n(sYy—D = (—-1D”1.2....m(1-s‘) | GYCA)—ayr 
—1 





wenn s—( wird, bestimmt werden. 

Ich untersuche zuerst die Fälle, wo n—m—1 eine ungerade Zahl 
Setzt man für P,.(u) seinen Werth aus (4.), führt die Integration aus und 
setzt s—(0. so zerstören sich alle Glieder, mit Ausnahme desjenigen, welches 
von dem Gliede in P, (wu) herrührt, welches «” enthält. Dies Glied hat fol- 


senden Werth: 
1.3....2n—1.u” 
(1.2....m) (2.4... .n—m)(?n —1.2n—3..... n+-m-+1)’ 


so dafs der in Rede stehende Grenzwerth von Q,„(sy—1) 


+1 u” [6777 
1.3 —. 
I na 
nn m)en —1.2n —3....n+m-+1) 











(—1)” (2.4 


?+1 u” ou 


I vd — u)” 





wird. Nun ist, wenn sich s der Null nähert, der Grenzwerth von 


+1 d 
gleich dem Grenzwerthe von =D, er er „,, und dieser ist — (—1)”"y(—1). 





wenn ı die Ludolfsche Zahl bezeichnet. Deninsch erhält man, wenn n — m 
eine gerade Zahl ist: 











9= Ä PR 2,” 1.3....2n—1 
a7. (BD. (2} —1)), =, = 2.d...n — m)(?2n—1.. ..2n—3....ntm-+1) Iy— 9 
und hierin m = 0 gesetzt, giebt: 
‘ N N 0 / R 
28. (9, y Mo = I. UV-1; 


wo jedoch n eine gerade Zahl sein mufs. 
Um den Werth von Q,„(sy—1) für die Fälle zu bestimmen, in welchen 
n—ım eine ungerade Zahl ist, erinnere ich an den sonst schon bekannten 
4 + 
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Werth von / wP,,(u)Ou. Wenn rn und p gerade sind, so ist 





a Tut a pP: Er 
uw Po u)nou = 2 — —— 
I rw 
und wenn » und p ungerade sind, hat man 


—1.9—3....p—n-+2 
ur P EL 1.» p—n+ 


p+2.p+4...p+n-+1 
Diese Formeln gelten für positive und negative Werthe von p. 
Mittels dieser Formeln erhält man aus (26.), indem darin s—=0 und 





(1) ou ren 


n,.V\, 





p = — (m--1) gesetzt wird: 
r Un+m+1) 2.4....m+n—1 
‘ ( . \ en 7 ‘ / 2 
2. (0. = 221) Bam era 


wo n—ın eine ungerade Zahl sein mufs; und hieraus 


n+-1) a 
_ KERNE 





0. (u. Vo = 2-1" 
wo n ungerade sein muls. 
Die reciproke Entfernung zweier Puncte. von denen der eine inner- 


halb des 0C0O 


am) .. 
Ä Ä 


ebenen Rotations - Ellipsoids 
£ | h) > | 2s Da 8 
1. . re 

liegt, der andere aufserhalb desselben, soll in eine nach den Kugelfunctionen Y'” 
lorischreitende Reihe entwickelt werden. Es seien &, y, x die Coordinaten 
des innern Punels und &,, Yı, 2, die des äufsern Puncts. Statt dieser recht- 
winkligen Coordinaten werden drei andere eingeführt, nemlich die Aequatorial- 
Axe des mit dem gegebenen confocalen Ellipsoid, welches durch den Punct 
seht. und zwei Winkel, durch welche seine Lage auf dieser confocalen Fläche 
bestimmt wird. Es wird gesetzt: 


jr — = FSINFCoSsYp. 2, = r,sinYF,c0SY,, 
2. v = rsindsing, Yı = r,sind,sing,, 
2 — Yr—2)cos9%, 2, —= Yri—4)cosY. 


Wird die Entfernung beider Puncte durch & bezeichnet, so ist 
| 1 








er Aeos HH? — cos? —2y (r?— A) y (nr? —A*)coshcos$, —2rr, sinFsind, cos(p—g,)\” 


oder. wenn 
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und 
r j | 
EI: Susi Labs 21 . ir‘ 
cos — u, u mei i te —1, 
9 = ER j2 RE 2 | 
COS: nz Us T — 01» 0,7 0, nn 
gesetzt wird, 
1 





ey v12-0’— 07 —u’— u 7200, uu, —2y(l—e’)y(l—o,)y( 1 u’)y das) PP) 


Diesen Ausdruck für v» will ich in eine nach den Y fortschreitende Reihe 
entwickeln; die Y'”’ als Functionen von « und g oder w und y, betrachtet. 
Ich bemerke, dafs bei ubgeplatteten Ellipsoiden, weil für sie 4 reell ist, 
2 
. ri . . . r 
sowohl o als o, imaginär sind. und dafs hier o zwischen O und v(() —1)} 3 


ero\ " 
liegt, während o, zwischen | ((* ) —i) —1 und ® seinen Werth hat. Bei 





verlängerten Ellipsoiden ist A imaginär; daher sind hier o und o, reell; ersteres 


. J 2 / > 
. . =” zg | " - . pe N r | \ 
liegt zwischen 1 und (+ 1). letzteres zwischen a1) und x. 
Bildet man von der in Bezug auf 0, o,, 4, u, symmetrischen Func- 


tion v® den Differential - Ausdruck 


du a 
du | 1— u: dp® 








so findet man dessen Werth (den ich nicht hinschreiben will) in Bezug auf 
5, Ö,, u und u, wiederum symmetrisch. Der Werth dieses Ausdrucks bleibt 
also ungeänderl, wenn man eine dieser Gröfsen gegen die andere vertauscht. 
Daraus folgen die drei Differentialgleichungen 




















| „ dv „ dv 
i dAi—u Iran 1 du a | de 
ee du du! dp! du, gl 1— u? dp? 
A dv 
11-0) 
auch - n Te ER. ee: m Ur 1 d’v 
do u 1— 0° dp” Br do, Fi 1-0? dg”’ 


in welchen y mit g,, wie aus (4.) ersichtlich ist, vertauscht werden kann. 
Diese Dilferentialgleichungen sollen zur Entwicklung des v nach den Y" 


y 


benutzt werden. Sie bestimmen diese Entwicklung bis auf ihre Zahlencoäfli- 


cienten, deren Werth durch anderweitige Bedingungen, welchen v zu genügen 
hat, ermittelt werden mufs. Folgende drei Bedingungen lassen diese Absicht 
vollständig erreichen. 
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I. Die Entwicklung mufs für v einen endlichen Werth geben, wo auch 
der innere Punel in dem gegebenen Ellipsoid liegen mag; also auch wenn der- 
selbe in der Brenn-Ebene des abgeplatteten Ellipsoids, oder in der Brenn- 
Linie des verlängerten liegt, d. h. respective wenn o—=sy—1 verschwindet. 
oder wenn 0 ==1 ist. 

2. Der partielle Differentialquotient von ®, nach irgend einer Richtung 
in Bezug auf den innern Punct, mufs einen endlichen Werth haben; auch wenn 
dieser Punet in der Brenn-Ebene des abgeplatteten Ellipsoids, oder in der 
srenn-Linie des verlängerten Ellipsoids liegt. 

3. Wenn A verschwindet, also das Ellipsoid in eine Kugel sich ver- 
wandeli, mufs die Entwicklung in elliptischen Coordinaten mit der bekannten 


Entwicklung von —M Kugel-Coordinaten identisch werden. 
Die erste Bedingung entspricht derjenigen, welche bei der Entwicklung 


der Größse —, wenn sie in Kugel-Coordinaten ausgedrückt ist, zur Bestim- 
mung der Conslanlen angewandt wird, und wird dort so ausgesprochen, dafs 
= einen endlichen Werth haben mufs, wenn der innere Punet im Mittel- 
punet der Kugel liegt. Derselbe gewährt für die Entwicklung in elliptischen 
Coordinaten denselben Nutzen, wenn das Ellipsoid ein verlängertes ist; sie ist 
aber erfolglos bei abgeplatteten Ellipsoiden. Bei diesen tritt an die Stelle der 
ersten Bedingnng die zweite; welcher übrigens bei verlängerten Ellipsoiden 
Genüge geschieht, wenn die erste erfüllt ist. 


Seizi man in die zweite der Gleichungen (5.), nemlich in 











dv 7 
. zZ ee d’v Er ar Ä 1 d’v 
du Ti u? dg® a do 11-0° dp‘ 
die Reihe 
. vehrn, 
0 


wo Y“’ der Gleichung 











1. ‚dY®) 
di» 1— u —— . 
a au 1 Ay”) . 
. - —-- —— = —n.n--1.} 
du 1— u” dg?’ 
genügt. so erhält man 
‚Aay®“) 
2 a | 4 Yo) | | ’ 
= ——— In.n +1.” = 0; 
0 


do 74-0? do’ 
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woraus folgt, dafs 








dy@) 
A, 1 arm 
" do ae“ Yn . 
S. 1 a n.n 1.1, — O ist. 
do 1— 0° dy’ Ä 
Der allgemeinste Ausdruck für 3 ist 
n 
EN) u SP (ıı\ \ a 1. ., 
9. IV — MmP,.(wW{S,,„cosmy--T,..sinmy!}, 
0 


wo 8, „ und 7',„ beliebige, aber von « und g unabhängige Gröfsen sind. 
In dem vorliegenden Falle verwandelt sich dieser Ausdruck, weil » nur eine 
Function von cos(p—g') ist, in 


n 
10. Ye) — 38, „P,..(u)eosm(p — y'). 


: m \\i 
Dieser Werth in (8.) substituirt, giebt 


‚uS,., 
u 7 Pe Dr Pen 


do ; m’ 
am )— - (n.n +1 — — 
. do. | 1— 0 





) Sh.m cosm(p — y') —— (DD, 


woraus 


d.1— 0° dDr.m 


do +-(n.n H1-7)S,,. — (0 
| 1 6 F 





do 
folet. 
Das vollständige Integral dieser Gleichung ist 
11. D..m =— Anm Pm (0) - DB, On (0) by) 
wo 4,,„ und DB, nur noch Functionen von wu, und o, sind. 


Setzt man in die Reihe (6.) in die erste der Gleichungen (5.). nemlich in 























B2j , dv cn ‚dv 
d.i— u ER 4 | dv _ d. Ku, P FE MR.) 
du TIZur de! du, de u 7 
so erhält man 
„day 
d.i— u? » u RM 
1 ? Y(n) y 
du, + 1 BL Inn ı1.y —z A 
du, 1—u) dp, | 
und hierin den Werth von Y“) aus (10.) gesetzt, giebt 
il en m’ 
u di __ )S —— . 
du, -(n.n ] 1 al v 


woraus folgt, dafs 


SS _— d, m Pom (u,) +- by.m O,n (it) 
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ist. wo aber, weil Q,„(«,) für «,—1 nach (18. $.1.) unendlich wird, 5b, „— 0 
sein mufs *). Die Vergleichung dieses Ausdrucks von 8, mit demjenigen 
in (11.) zeigt, dafs 

2 —— Ü ..m Pl) B,. — Bm Pr (iı) 


sein mufs, und dafs demnach der Ausdruck in (10.) sich in 


n 


12. A z— m IR. BE (0) - Pas A (0)} A (u)P,.m (u) cosm p == fı) 


0 
verwandelt; wo «,,„ und /,m nur noch Functionen von o, sind. 


Setzt man die Reihe für v (6.) in die dritte der Gleichungen (5). 


nemlich in 

















2 dv a dv 
d. 1— u du, 1 dv u - 6, do, . 4 BER 
du Au’ dp’ do, | 1— 0? da: ’ 
woraus sich 
dy”) 
d1— 0 —— j 
' do, 1 #0 er 
RR N 2: N un 
do, ' 41-0? dg! yn.n | 1.} v 


ergiebt, und hierin für Y' seinen Werth aus (12.), so erhält man 














,„de 
kr SE 
N ' 
do, —— (n.n —1— je P,n(9) 
(d.1 0: | | w | 
do, L- (n.n- A un O,.m(9) ==, 9, 


Da &,m und /,” unabhängig von o sind, so müssen die Factoren von P, „(6) 
und @,,(0) für sich verschwinden. Hieraus folgt 


13 Om = En.m a (0,) BE Pe O,.m (91): 
ana In.m Be (9,) 2. We Q,.m (0,) 9 


WO Ems Sam; U: Ss. w. nur noch Zahlencoefficienten sind. 





*) Wenn man (10.) in (6.) substituirt, erhält man 


v = Zr Zn, mPrm(u)cos(p— p'), 


v 0 


und hieraus 


»ı 2rt 
S,,m cosmg'! = of / v P,.m (u) cosmgoucog; 
1 m 


wo » ein Zahlencoöfficient ist, den ich nicht hinschreiben will. Es erhellet aus dieser 
Gleichung, dals, da v endlich ist, S,,m nicht unendlich werden darf. 
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Dals e,„. = 0 und 9„m = 0 sein mufs, erhellet sofort daraus, dafs 
sonst nach (15. $.1.) Y“ und somit » unendlich grofs werden würde, wenn 
der aufserhalb des Ellipsoids liegende Punet unendlich weit läge. Mit Rücksich! 
hierauf erhält man also aus (13., 12. und 6.): 





on 
14. v2, 2m am P,.„(0) - ’ We O,.mlo)! O,.m(9ı) P,.„() ri; \cosm gg‘). 


0 0 

Ich werde nachweisen, dafs auch 4, „0 ist, das gegebene Ellipsoid in (1.) 
mag ein abgeplalteles oder ein verlängerles sein. Für ein verlängertes Ellipsoid 
erhellet dies sofort daraus, dafs o, welches hier reell ist, der Einheit oleich 
werden kann, wenn nemlich der innere Punct in der Brennlinie liegt; und dafs 
nach (18. und 19. 8.1.) Q,,„(0) für o—=1 unendlich grofs wird. Es bedarf 
also nur noch der Nachweisung, dafs auch bei abgeplatteten Ellipsoiden 2, „== 0 
ist. Die entsprechende Betrachtung bei diesen hat den innern Punct in die 
Brenn-Ebene zu legen; sie entscheidet über 2, aber Nichts, weil Q, „(sy —1 
bei verschwindendem s nach (29. und 30. $.1.) einen endlichen Werth behält. 
Die Anwendung der obigen zweiten Bedingung entscheidet über den Werth 
dieser Gröfse. Um nachzuweisen, dafs der Differentialquotient von ®, nach 
einer beliebigen Richtung, in Bezug auf den innern Punct einen endlichen Werth 
habe, ist es hinreichend, es für drei auf einander rechtwinklige Richtungen zu 
Ihun. Ich wähle zu diesen Richtungen die durch den innern Punct gelegte Normale 
desjenigen Ellipsoids, welches durch ihn confocal mit dem gegebenen Ellipsoid 
gelegt ist, seinen Meridian und seinen Parallelkreis, und nenne die in dem 
Puncte sich rechtwinklig schneidenden Elemente dieser drei Richtungen respeclive 
dn, dın, dp. Man erhält für die partiellen Differentialquotienten von v nach 
diesen Richtungen: 


ev ru) Ar dv 1 dv dv 1 dv 


dn vw—2sind) dr’? dm Yer— sind) dB’ dp vsnd dp 











oder 
do _ Ei: v(i— 0°) dv dv 1 yvi—u’) dv de l 1 dv 
dn , Yiu’— 0%) do’ dm 4 yYiu!- 0°) du?’ dp Ayl—o)yi—u?) dp 


r i z dv ‚ 
Ich betrachte zuerst den Differentialquotienten ET Derselbe wird. wenn 
UN r 


man darin 0 —( setzt: 


rdv iur v—1lydıN\ 
An’ A Nein 





Hierin ist auf der rechten Seite für v» sein Werth aus (14.) zu subslituiren. 


Crelle’s Journal f. d.M. Bd. XXXVII. Heft 1. p) 
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Vor dieser Substitution bemerke man, dafs aus 


dO,.m (6) On.0(0) | im d”+1Q,.0(6) 

















oa564m—1 dr 2 
2 ne — mo (1— 0°) u --(1— 0°) Ia 
mo Ä 1 } 
un vi 0°) O,m(0) y yi— 0°) O,.m+1(0) 
folgt: 
dO,.m (6) 
( do 1 u. en (G))u 
und eben so ergiebt sich 
d P,.m (6) 
( do = r (Kamsı (F))o=0 
so dafs 
dv , AR 
(7) 2. —1 er BE (P..m+ı(O))o=u E= _* (O..m+ı (0)).=0} 
0=() 0 
P., m A 
X Q,.m (01) ip. (u,)cosm (pP — p‘) 
wird. 


Dieser Ausdruck wird, wenn n— m eine gerade Zahl ist, für u —= 0 
unendlich grofs, wenn nicht die in der Parenthese befindliche Gröfse allgemein 
gleich Null ist. Wenn a — m eine gerade Zahl ist, verschwindet (P, „.-ı(0)).=o; 
es ist also hinreichend und nothwendig, dafs %,„ gleich Null sei, wenn n— m 
gerade ist. Aus der Discussion von 


(>= _ /U—u)) Br 
dm’ ou nr Au du =) 


lv N . 
folgt eben so, dafs, da (2) nicht für «—=0 unendlich grofs werden darf, 


7 gual) 





Äh, verschwinden mufs, wenn a— m ungerade ist. Diese Gröfse ist also in 


nm 


allen Fällen gleich Null. Der dritte Differentialquotient (2) hat immer einen 


o= 
endlichen Werth, welches auch die Lage des innern Punctes sei. 
Demnach verwandelt sich (14.), wenn statt vo sein Werth aus (3.) ge- 
setzt wird, in 
y 1 RZ 2 
15. ne ng 7" lamPamO O,m(9ı) P,m u) Pam (u,)cosm(Y en p'), 


0 


wo nur noch die Zahlencoöfficienten f,,„ zu bestimmen sind. Diese Bestim- 
mung findet sich, wenn in dem vorstehenden Ausdruck = 0 gesetzt wird, 
wodurch er in den Ausdruck übergehn mufs, welchen Laplace in der „Mec. cel.” 


h 1 1 .r er 
für die Entwicklung von — nach den Y’ in sphärischen Coordinaten gege- 








14 .. . .. . . . .. NY. 
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ben hat. Dieser ist folgender: 





ö 1 BER, y” 
16. 2 Ge =z>2 Mi. nr Pam (u) r.. (u,)cosm (p RR p) ’ 
wo 
16:8. : | 
ur (n—m+1.n — m+2....n)(n+1.n-+2....n-+m) 
Für m—=0 ist d,,=1; in diesem Falle ist aber nur sein halber Werth zu 
nehmen. 


Aus der Vergleichung von (16.) mit (15.) folgt, dafs 


n 


1, r 
17. (Aam Pin (6) m (1))_, an 2b,m + 
sein muls; wodurch f,„ seine Werthbestimmung erhält. Wenn 4 der Null 


sich nähert, wird o = y—1 rn und 0, — v1. Setzt man in (16. $. 1.) 





= ——, 50 erhält man 
1 ' 
(- P,m(0) O,m o)),_, 
1 | 
— a a—m+1.n— m+2...n(n+1.n+2....n '- m) 
a; 2 bn.m 
Rn ti y— 


Dieser Werth, in (17.) gesetzt, giebt 
fan = v-1(2n 1), 
und in Rücksicht auf die obige Bemerkung in Bezug auf b,.: 
fo = Y-1-4(2n-+1). 


Bi 
Die verlangte Entwicklung von — ist hierdurch vollständig ausgeführt. 


und hat folgendes Resultat gegeben: 


1 —1 En. \ 2 \ 
18. = lan = >r(An1bm’Prm{®) O0.) P,m(u)P, m(u) cosen(y—g'): 
wo Ö,.. durch (16. 2.) gegeben ist, und wobei zu bemerken, dafs in den 
Gliedern, für welche m —=0 ist, d,,—=1 ist, und dafs diese Glieder noch 


mit 4 zu multiplieiren sind. 


Aus der vorstehenden Reihen-Entwicklung von = folgt der allgemeine 


Ausdruck in elliptischen Coordinaten von der Function, welcher Gaufs den 

Namen Potential gegeben hat. DBezeichnet k ein Massentheilchen und : 

dessen Entfernung von dem Puncte P, auf welchen das Potential bezogen 
5 * 
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werden soll, so wird diese Function der Coordinaten des Puncts P, die durch 


V bezeichnet werden möge, definirt durch 
, 
19. V = S—., 
€ 
wenn die durch S bezeichnete Summation auf alle k ausgedehnt wird. 


Wir unterscheiden drei Fälle. Entweder liegen sämmtliche Massentheile 
innerhalb eines durch den Puncet P beschriebenen Rotations-Ellipsoids, oder 
sie liegen sämmtlich aufserhalb, oder sie liegen zum Theil innerhalb, zum Theil 
aulserhalb. Im ersten Falle werde das Potential durch V,,. im zweiten durch V, 
bezeichnet, und für den dritten Fall bleibe V ohne Index. Ich werde zuerst V, 
darstellen. Es seien r, und y(r;—#°) die Axen des durch P gelegten Ellipsoids, 
deren Werth und Lage beliebig durch anderweitige Rücksichten zweckmälsig 
bestimmt werden wird. Durch «, und g, werde die Lage von P auf dieser 
Oberfläche bestimmt. Das Massentheilchen A werde seiner Lage nach durch das 
confocale Ellipsoid mit den Axen r und y(r’— 4°) und durch « und @ bestimmt. 


Substituirt man in (19.) statt = seinen Werth aus (18.) und setzt 








—1 2 5 \ 

. A 2n—1 (b,.m) I Br. (0) „® (u)cosm p na n.m 9 
20. 5 

—2n-410,.SkP,n(0)P,m(u) sinmp — B,.n; 


so lange a nicht — (0 ist, in welchem Falle für A,, und B,, nur die halben 
vorstehenden Werthe zu nehmen sind: so erhält man 


Rn n 


21. V,„= >20,n(0) P,m(u){A,mcosmgp-+ B,sinmgit. 


0 0 


Ebenso erhält man 
22. I, = E&P,„(P,m(u) {C.mcosp+ D,„sinmgyt, 
wenn in diesem Falle o, «u, die Coordinaten des Puncts P sind, und o,, 


tj. ı die des Massentheilchen k und 


= 2 n + 1 (dm) Sk E (01) P,.m(4ı) cos m pı u Gum ? 


—1 \9 Y . 
‚Au 2n-1(b,„?SkQ,n(o)P,m(u) sinmyp, = D,m 


gesetzt wird. 
Das Potential von Massen, welche zum Theil innerhalb des durch P 
velegten Ellipsoids, zum Theil aufserhalb liegen, also irgendwie im Raume 
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vertheilt sind, ist, wenn o, u, g die Coordinaten des Puncts P bezeichnen, 


© 
24. V— ” e P,.m (u) (Anm Oum(9) + Cm P,m(0)) cosm y 
+ (Bam Onm(9)4 Dim Pım (9) sinn p} ; 

wo die Constanten A, B, CE und D durch (20. und 23.) zu bestimmen sind, 
mit der Maafsgabe, dafs in (20.) die Summation auf alle innerhalb des durch P 
gelegten Ellipsoids liegende Massen auszudehnen ist, in (23.) auf alle aufser- 
halb liegende Massen. 

Ich werde beispielsweise die Formel (21.) zur Bestimmung des Poten- 
tials eines homogenen Rotations-Ellipsoids in Bezug auf einen äufsern Punct P 
anwenden. Ich nenne r, und y(r,—#°) die Axen des gegebenen Ellipsoids, 
und mache das durch P zu legende mit ihm confocal; ich bezeichne wieder 
die Coordinaten dieses Punctes durch o,, «,, Y%,, während die eines Massen- 
theilchens % in dem gegebenen Ellipsoid o, «, g sein sollen. Ich nehme die 
Dichtigkeit der Masse dieses Ellipsoids der Einheit gleich an. so dafs k ein 
räumliches Element desselben ist; dazu wähle ich das kleine Prisma, dessen 
Basis das Element der Oberfläche des durch % gelegten confocalen Ellipsoids 
und dessen Höhe die Entfernung desselben von einem unendlich nahen con- 
focalen Ellipsoid ist. Es ist also 


2° —S [ 2° 2) 7 [2 en 2 
k— u san cooöu up = a (F— wW)000O u Op, 


und dafür kann man schreiben: 





25. 





23 a 
k—=}% y—1 (P;.,(0) — P. (u) 000 uo p. 


Dieser Werth von %, in (20.) gesetzt, verwandelt die Summen in Inte- 
grale, und zeigt, dafs alle A und B verschwinden; ausgenommen A, und 
A... Für diese erhält man aus (20.) 

A, — - 3 Wo, —1), 
Az = — 37% 0,(0, —1); 


wo = ‚(1-(%)) ist. Dies, in (21.) gesetzt, giebt 


V, 320, —1){Q. (9) — Q;,(0,) Pıo()} ; 
oder, wenn für Q und P ihre Werthe aus (9. und 10 5. und 4. $. 1.) ge- 
setzt werden: 


%6 VW, =: 30,1) legst 








1 ((d — Dlog, EM PR TE PER DH; 











oO 
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woraus man durch partielle Differentiation die Componenten der Anziehung 
erhält, welche das Ellipsoid auf den Punct P ausübt. Nennt man X, Y, Z 
diese Componenten, parallel mit den x, y, x Axen der Gleichung (1.), und 
a, db, ce die mit ihnen parallelen Coordinaten des Puncts P, so wird 























Be  yU—o})y(l—u?) cos, 7 nu AV.) 
I (07 — u?) Erde: 79? 
ur) _yA—o)yd—uj)sing, f Aa, AV.) 
(67 — u?) Ude, 'du, 
FA 1 5, V—1.u, 1i— 0, er. Fe, 
1 40} —u?) 6, do, u du)’ 
und dies giebt die bekannten Ausdrücke 
. . | 1 
’ ana, (1) ga |, 
i 1 
RT) Ali Be Bi \ y o+1 6, ) 
27. Y= —2n0,(0, Doyle; FT 





4 = +4n0,(%—1)c 1 log ©: ah | 
\ (2 yet \ 


Wenn das Ellipsoid, dessen Potential bestimmt werden soll, nicht ho- 
mogen ist. so ist der Ausdruck für A in (25.) noch mit einer Function von 
o, (« und g zu mulliplieiren,. durch welche die Dichtigkeit der Masse des 
Ellipsoids ausgedrückt wird. Wenn das Product dieser Function mit 0’ — u’ 
eine ganze rationale Funelion von o, u, y(l—w)cosy, y(1— w‘)sinp ist, so 
erhält man immer einen geschlossenen logarithmischen oder trigonometrischen 
Ausdruck für den Werth des Potentials des nicht homogenen Ellipsoids in Bezug 
auf einen aufserhalb desselben liegenden Punct. 


S. 3. 

In diesem Paragraph sollen die vorstehenden Resultate auf die Bestim- 
mung des magnelischen Zustandes angewendet werden, der durch Vertheilung 
in einem Rotations-Ellipsoid erregt ist. Dabei wird vorausgesetzt, dafs die 
verlheilenden Kräfte von der Art sind, dafs sie sich durch die partiellen Diffe- 
rentialquolienten eines Potentials darstellen lassen; wie z. B. die magnelischen 
und galvanischen Kräfte. 


3ezeichnet man die magnetischen Momente eines magnelisirte Theile 
enthaltenden Volumens ® in Bezug auf die drei Coordinaten-Axen x, y, x 
respeclive durch «@v, Pv, yv, so werden die mit den Coordinaten parallelen 
Componenten der Wirkung, welche v auf einen Punct P ausübt, der in Beziehung 
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auf die Dimensionen des Volumens v als unendlich weit entfernt betrachtet wer- 
den kann, durch die nach den Coordinaten genommenen parliellen Differential- 
quotienten von ausgedrückt, wenn 


Pr .: d h 


” Er € 
re ins dy 7% ds y' 


> 





hierin 

© — (a— re) +(b—y)”-—-(c— 2) 
ist. und a, db, e und x, y, %& die Coordinaten des Puncts P und eines Puncts 
des Volumens v sind. Die Gröfse « ist das magnetische Potential des Vo- 


lumens v. Hieraus ergiebt sich, wenn man unter » das räumliche Elemen! 





eines magnelischen Körpers versteht und durch Ox 0y © ausdrückt, dafs das 
magnetische Potential dieses Körpers in Bezug auf einen aufserhalb desselben 
liegenden Punct (welches mit U, bezeichnet werden soll), 





! io ar Den 
1. U,— fördyözje- +B 4 


ist; die Integration über den ganzen Raum des u ausgedehnt. Hierin 
sind @, 5, 7 Functionen der Coordinaten x, y, x des Elements ox0y 02. 


Po:rsson hat gezeigt (Mem. de l’Acad. d. sc. de I!’Inst. T. V. und T. V1.), 
dafs, wenn der magnetische Zustand durch vertheilende Kräfte, welche sich 
durch ein Potential darstellen lassen, hervorgerufen ist, die Gröfsen o, 5, 
durch die partiellen Differentialquotienten nach x, y, z einer Function y sich 





darstellen lassen, welche der Gleichung 
9, dp in AR Mr 








dx? | dy* | d>? 
genügt. Man hat alsdann 
Prater dp u. = „do A Di „AFP 
3. a = ui 7. BB == day’ 4 hi Te 


Diese Werthe, in den Ausdruck (1.) eingeführt, verwandeln denselben 
mittelst parlieller Integrationen in 


4. — ef [52]; 


wo Öw das Element der Oberfläche des Körpers darstellt, e die Entfernung 





des Elements vom Puncte P, und [2% 2] den Werth, welchen der nach der 
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Normale von ow genommene Differentialquotient von in ow hat. Die In- 
tegralion ist über die ganze Oberfläche auszudehnen. 

Die magnetischen Momente des Körpers in Bezug auf die Coordinaten- 
Axen x, y, 3, welche ich durch M, N, P bezeichne, sind 


7, « « d J r . « r do nn nn f2 da 
M »JöröyozTr, N=xföröyözTt, P—x/föröyözTt, 
A . 2 Y . “ 


woraus man durch parlielle Integration, mit Rücksicht auf (2.). 


! r “ Iy - f.dg 
5. M= fü DE 2], N — x föw Iyz3 . P= föw |: 
dn “dn dn 


ableitel; wo z, yv, & die Coordinaten des Oberflächen - Elements 6:» sind und 





die Integration über die ganze Oberfläche ausgedehnt werden mufs. 
Aus (2.) ergiebt sich, wenn de Gleichung mil dx dydz multi- 


I . . . . ’ 
Jlieirt und partiell integrirt wird, /cw |] — (0, und mit Rücksicht hierauf 
l pP‘ 


1 
erhält man aus (4.),. wenn der Punct P, auf welchen U, bezogen wird, sehr 
weit in Bezug auf die Dimensionen des Körpers von ihm entfernt ist: 
Ma+Nb-+Pe 
la +b2+e®! 


wo a, d, c die Coordinaten von P sind, die ihren Anfangspunct in dem 





6. U, == 


magnelischen Körper haben. 
Für die Ermittelung der Funclion y hat Poisson a. a. O. die Gleichung 


T. f -- U, _- V. B_— 0 
gegeben, welche für jeden Punet im Innern des Ellipsoids gilt. Hierin be- 
zeichnet W; das Potential der Kräfte, durch welche die Vertheilung des Magne- 
tismus hervorgerufen wird, und U; ist durch die Gleichung 
ow 4 
8. 
= 


bestimmt; wo die Integration über die ganze ‚ Oberfläche des Körpers auszudeh- 





nen ist, und wo &, die Entfernung des Elements Ow von einem Punct im Innern 
des Körpers vorstellt. Bezeichnet man die Coordinaten dieses Punets durch 
2,,, 2, so ist U, und V eine Funclion dieser Gröfsen, und demnach auch gy. 

Poisson hat für den Fall, wo der durch Vertheilung magnetisirte 
Körper eine Kugel ist, eine vollständige Auflösung der Gleichungen (7. und 8.) 
gegeben. Aufser diesem allgemeinen Falle hat er noch den besondern Fall 
behandelt, wo der magnelisirte Körper ein Rolations-Ellipsoid ist und die 


vertheilenden Kräfte in Beziehung auf jeden Punct desselben constant sind. 
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Ich werde hier die allgemeine Auflösung der Gleichungen (7. und 8.) für den 
Fall eines Rotations-Ellipsoids geben. 


Die Axen des magnelisirten Ellipsoids seien 7, und yY(r,— 4°); die Lage 
des Elements Ow seiner Oberfläche werde durch «, und , bestimmt. Es sei 


2 
ferner — /( (1—( (2 =) ). Die Lage eines Puncts im Innern des Ellipsoids 


werde durch 0, u, En die eines Puncts aufserhalb durch o,, «, und g.. 
Das Potential V; hat, da dasselbe von Massen aufserhalb des Ellipsoids her- 


rührt, seinen allgemeinsten Ausdruck in (22.) des vorigen Paragraphs: es 
ist also 


Rn n 
9, V,— =3"P,.„(0) P,n(WiC,mecosmgyp-+-D,„sinmg!. 
0 


0 


Die Gröfse U; ist zufolge (81.) das Potential der mit der Masse 
«ine belegten Oberfläche des Ellipsoids in Bezug auf einen Punct im In- 


nern desselben. Hieraus folgt, da nach (7.) = —U;—V/; ist, dafs y an- 
gesehen werden kann als ein Potential in Bezug auf einen Punct im Innern 
des Ellipsoids, welches von Massen aufserhalb desselben herrührt, und dafs 
demnach in (22. $. 2.) seine allgemeinste Form gegeben ist, und man 


10. go = ZZ P,„(o)P,.m(4) {Yn.mcosmgp 0, „ sinmg} 


setzen kann, wo die RER Yn.m und Ö,„m durch die gegebenen Werthe 
von C,, und D,„. wittelst (7. und 8.) zu bestimmen sind. 
Um den Werth von U; zu bilden, mufs man bemerken, dafs 


Ele — nf ]anin = r-ta-eolir]amin 


ist, also, wenn statt [58] sein Werth aus (10.) gesetzt wird: 
dp] - 
11. [Z2]öw 


— 11 o)dwopZZ d “= (0,) P,.m (U) {Yn.m cosmpu + Ö,,m SInm po}. 





Nach (18.) im vorigen Paragraph ist 

12. .—_ Ei s=2n 1 (D,.m)- . (0) Q,m (0%) ee (u) Em (u,) cosm (y—1%,), 
wobei zu bemerken, dafs die Glieder mit » = 0, für welche b,,=1 ist, noch 
mit 4 zu multipliciren sind. 
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Setzt man die Reihen (11. und 12.) in (8.) und bemerkt, dafs 
+1 27 _ h 4 
/ J (P,.(W)) O1 OYp = Int und 


—1 


+1 2 A R +1 Pr i 
/ / P, „(u)P,.m(U)cosmp,OUuOYu —/ / P,.(Ww)P,.(u)sinimg,du,Opu 
—] 0) 


—1 0 





Mo 2 
. 2 + 1.m’ 
während 
+1 
Ri BE (U) P,.m (lo) Ölty or 0 
—1 
ist. wenn n und n, verschieden sind: so erhält man 
nu r Pan 
13. U; RE 2nk(l ana 0)22 n.m e (0) O,m(00) P,.m(0) P,.m(4) 





do, 
X (YnmCosmp-+(d,msinngy}; 
wo die Glieder mit a —0 nicht mehr mit 4 zu multiplieiren sind. 
Setzt man die Reihen (9., 10. und 13.) in die Gleichung (7.), so er- 
giebt sich 














Yn.m ach On. ms 1 
u ag. 4Pr.m(6,) 
1— 2 nk (1— 0?) D..m 5% O1.m(6,) 
und also 
C,.mecosmgp-+D, m sinmg! 
u | [Cn. p ’ p 
14. 9= — ZEP,n(0)P.m(t) AP,..(6,) 


’ 
1— 2ak(1— 0?) bn.m On.m (0,) 





do, 
welches die vollständige Auflösung der Gleichung (7. und 8.) für den Fall 
eines Rotations-Ellipsoid ist. Diesem Werthe von kann man, wenn man 


P,„(0) P,.m (u) {C,„cosmp+D,„sinmy! = V,n 
setzt, also statt (9.) 


w.) n 


V, = Zn Im V 


n,m 
0 0 


schreibt, folgende Form geben: 


ze | 
er ER TER Ga... nl9) Q,n(o,) 
0 








Um den Ausdruck des Potentials des magnetisirten Ellipsoids in Bezug auf 
den aufserhalb desselben liegenden Punct o,, 44, 9, zu bilden, hat man in (4.) 


” . (Tr n + 1 SW a (0) M (0)P,.m (4) P,.m(44) cos m (p u; pi) 
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und statt [4 ]öw seinen Werth aus (14.) zu setzen. Dies giebt 
— a 


0 





15. U, — 2n(l1— Zr Dub, „Ar u 0) Q,.m(0,) P,.m (41) 


[C,.m cosmg, + D,.msinmp,\ 


X . 
1— 2nx(1— 0°)bn.m un N Q,m(6,) 








0 


Ich werde diese Formel auf den von Poisson behandelten Fall an- 
wenden, in welchem die Vertheilung durch den Erd- Magnetismus hervorge- 
bracht ist. Wenn A, B, C die mit den x, y, x Axen des Ellipsoids paral- 
lelen Componenten des Erd-Magnetismus vorstellen, so ist 


V;,= —{Ar-+By-Cz!, 
oder, wenn statt der rechtwinkligen die elliptischen Coordinaten gesetzt werden, 
V,—= —4{Ay(1—0?) y1—w)cosp + By(i1—o)y1—w’)sing+ y—1.Coul. 


Die Vergleichung dieses Ze von V;, mit dem allgemeinen in (9.) zeigt, 
dafs alle C,„ und D,. gleich Null sind, mit Ausnahme von C©,,, C,, und 
D,.. und dafs 


16. d. Co = —ıy—1.C, C,. = —ı4, D.: —— —ı)B 
ist. Man erhält hiernach aus (15.), wenn man zugleich berücksichtigt, dafs 


P,.(0) = 0, P, (0) = y(1—0c’) und 


1 \ 2 2 1 —1} 
0..(0) = — (24 olog Fr 0.0) = - U 1} 








ist, folgenden Ausdruck: 


16.6. U,= —4nz0,[(0,—1) 
er 
c(- + log )z 5 a amd 
1—4n Hide. log 2) At2nzo,(03—1)(- FE ULF er a) 








der mit dem Resultate, welches Porsson auf einem andern Wege Hub hat, 





übereinstimmt. 


Für die Vergleichung der im Vorstehenden enthaltenen Resultate mit 
Beobachtungen der Wirkung nach Aufsen eines durch Vertheilung magneti- 
sirten Ellipsoids ist die Kenntnifs seiner magnetischen Momente wichtig. Man 
erhält dafür aus (5.), wenn darin für p sein allgemeinster Werth aus (14.) 

6 * 
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und für x, y, z respective 

, y(1— 05) y(1— u,)cosp,, yAa—o)yia— w)sing, Ay—1.ou 
gesetzt und die Integration nach der Oberfläche des Ellipsoids ausgeführt wird: 
st nzl’y(—1)o, (1— 0°) C,.ı 























M = 6 e,—i\ ’ 
1+2nxo,(1— 0)) a ee? 
u. N — 4 TE a dB —— 
ee gene 
° 0 
LEER 4nal’o 0,(1 —0,) 0,0 
lad. 2 } 
+Anzo, (1 -(,- + 210g nn 


Um diese Formeln auf den Fall le wo die Vertheilung vom 
Erdmagnetismus herrührt, hat man darin statt C,,,. D,ı, C,, ihre Werthe 
aus (16.«.) zu setzen. 


Anhang. Über die magnetischen Momente der durch 
Vertheilung magnetisirten Ellipsoide. 


Die magnetischen Momente eines durch Vertheilung magnelisirten EI- 
lipsoids lassen sich direct, ohne Reihen-Entwicklung seines Potentials bestimmen, 
und diese Bestimmung erstreckt sich zugleich auf die dreiaxigen Ellipsoide. 

Aus der Gleichung (7.) erhält man 


i „dp fi a. n.dPy; 
Io) a J — ds ana . 
IS. Jöv dx u 7° | o. dx ER 


wo öv ein Raum-Element bezeichnen und die Integration über das ganze 
Ellipsoid ausgedehnt werden soll. Nach (8.) ist 


I» Be — x föo SEE: 


Geht man nun mit dem Differentiationzeichen unter das Integralzeichen 
und kehrt die Ordnung der Integrationen um, so erhält man 


gi 
N dU; fs ze fi 3 . 
ou Ze en fünf 1 20 tet 








worin die Integration nach Ov über das ganze Ellipsoid, und die nach öw 
über seine ganze Oberfläche auszudehnen ist. Durch & ist die Entfernung 
eines Puncts ©, y, x im Innern des Ellipsoids von dem Element 0w seiner 
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Oberfläche bezeichnet. Dieses Element habe die Coordinaten «, d, e. Man 








1 
> d— fi 4 d. [8 
nn € ? ® r . 
kann KR statt — —— selzen, und also /Ov Je Nun ist 
aber — — / - die mit der x Axe parallele Componente der Wirkung, welche 


das mit aha Masse von der Dichtigkeit 1 angefüllte Ellipsoid in dem 
Puncte a, db, c seiner Oberfläche ausübt. Diese Componente ist proportional 
mit a5; ich bezeichne sie durch das Product A,a, wo A, eine durch die Di- 
mensionen des Ellipsoids bestimmte Constante ist. Hiernach hat man 


dU; nz n dp 
Jo Ber af] 


Setzt man diesen Werth von fort Se ig (18.), und berücksichtigt zugleich, dafs, 





da y der Gleichung Mi +3 Ar eg_ 0 genügt, 


SA > — föw a 
a| SE] 
ist. so erhält man: 


(1424) föwa| SE] + fav  — 0 


Nach den Gleichungen (6.) ist aber das magnetische Moment in Bezug auf 


die x Axe: A=xz/[0w a F], und demnach ist 


x dV; 
M—= er hr 


Hierin ist — vl £ die Summe der mit x parallelen Componenten der Wir- 





kung, welche die Ma Tal Kräfte auf das ganze Ellipsoid ausüben, dies 
als homogen und von der Einheit der Dichtigkeit angenommen. Wird diese 
Summe durch A bezeichnet, so ist 


«A 
19. M zu 1x4,’ 
und ebenso erhält man 
xB «I 
20. NIE P= 11,0 


worin B und 7’ die Summe der respective mit y und 2 parallelen Compo- 
nenten der vertheilenden Kräfte in Bezug auf das ganze Ellipsoid sind. und 
B,b, C,c die mit y und & parallellen Componenten der Wirkung, welche 
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das homogene Ellipsoid mit der Einheit der Dichtigkeit auf den Punct a, b, c 
seiner Oberfläche ausübt. 

Wenn der Mittelpunet der vertheilenden Kräfte in Bezug auf die Di- 
mensionen des Ellipsoids als unendlich entfernt betrachtet werden kann, wie 
z. B. dies der Fall ist, wenn der Erdmagnetismus die vertheilende Kraft ist: 
so erhält man, wenn J die Resultante der vertheilenden Kräfte ist, und mit 
den Axen des Ellipsoids die Winkel m, n, p bildet: 

| vJcosm ! xvJcosn “vJcosp 

21. mi 1+x4, ’ ee 1+xB, ’ ae IC. u 
wo v das Volumen des Ellipsoids bezeichnet. Ist das Ellipsoid ein Rotations- 
Ellipsoid. so erhält man die Werthe A,, B,, ©, aus (27. $. 2.), wenn man 
A, Y, Z respeclive durch a, 5, ce dividirt und o, = 0, Setzt. Dies giebt 








die Formeln 




















/ u_ zv.Jcosm 
.. 1 PA 2 __4))ı] FE 0) Fr 
— 27x0,(0°? 12108 1 1) 
N —_ zvJcosn 
IE Auiker ” et ul‘ 
—£9/ — } log — => ) 
1—2nx0,(0, 1) log ,—i u; 
P—_ zvJcosp 
gr 1+4nx0,(0?—1) }log SCHE sh 
PR \ o—1 6, 


\ 


welche mit denen in (17.) übereinstimmen, wenn darin statt ©, ,, D,. und 
C,, ihre Werthe in (16..«.) gesetzt werden. 

Für die Berechnung der Gröfsen 4, B, I’ ist es oft vortheilhafter, 
sie als die negaliven, mit den Axen des Ellipsoids parallelen Componenten 
der Wirkung anzusehn, welche das als homogen und von der Einheit der 
Dichtigkeit angenommene Ellipsoid auf das Massensystem ausübt, von welchem 
die veriheilenden Kräfte herrühren. Man kann diese Gröfsen auch als par- 
tielle Differentialquotienten des Potentials des homogenen Ellipsoids von der 
Einheit der Dichtigkeit in Bezug auf dieses Massensystem definiren. Es sei U 
dieses Potential, und es werde dasselbe als Function der mit den Axen des 
Ellipsoids parallelen Coordinaten a, d, c eines Puncts des vertheilenden Mas- 
sensystems betrachtet, so sind. 4, B, I’ die partiellen Differentialquotienten von 
U in Bezug auf «a, 5, c und man hat 


„du „du „du 
} s Y uni da 14 a db vun de : 
3 M 1+24, N= 1+xB,’ - 14+x6, 
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Ich werde die Formeln (19. und 20.) auf die Bestimmung der magne- 
tischen Momente eines Rotations-Ellipsoids anwenden, wenn die vertheilenden 
Kräfte von einer cylindrischen, electrischen Spirale herrühren, deren Axe mit 
der Rotations-Axe des Ellipsoids zusammenfällt. 

Die Wirkung einer solchen Spirale kann in Bezug auf jeden aufserhalb der- 
selben liegenden Punct als von ihren Grundflächen ausgehend angesehen werden, 
von denen man sich die eine mit positiver, die andere mit negaliver magnelischer 
Flüssigkeit gleichförmig bedeckt vorzustellen hat. Die Dicke der magnetischen 


Schicht auf diesen Grundflächen ist = wenn j die Stromstärke in der Spirale 
und die Anzalıl ihrer Windungen auf die Längen-Einheit bezeichnet. Der 
= setzen. Wenn der Punct, auf welchen die 
Wirkung der Spirale bezogen wird, innerhalb der Spirale liegt, und man 
dieselbe in drei rechtwinklige Componenten zerlegt, parallel mit ihrer Axe 
und senkrecht darauf, so sind die letztern dieselben, welche den mit der 
magnelischen Schicht 9 belegten Grundflächen der Spirale zukommen; die erste 
aber, die parallel mit der Axe der Spirale ist, erhält man, wenn man zu 
der entsprechenden Componente der Grundflächen noch das Product aus 477% 
in die Masse des Puncts, auf welchen die Wirkung gerichtet ist, addirt. 
Hieraus folgt, dafs, wenn die Wirkung einer Spirale auf einen mit magne- 
tischer Masse gleichförmig erfüllten Raum bezogen werden soll, zu der mit 
der Axe der Spirale parallelen Componente der Wirkung der magnetischen 
Grundflächen noch das Product aus 479 in die innerhalb des von der Spi- 
rale und ihren Grundflächen begrenzten Raumes liegende Masse addirt werden 
mufs, wenn diese Grundflächen stait der Spirale bei der Berechnung ihrer 
Wirkung substituirt werden sollen. Die Grundflächen der Spirale sind Kreis- 
Ebenen, durch deren Mittelpunct, senkrecht gegen ihre Ebenen, die Rotalions- 
Axe des Ellipsoids geht. Ich werde die Componenten der Wirkung des ge- 
gebenen Ellipsoids (dasselbe homogen und von der Einheit der Dichtigkeit 
angenommen) auf eine so gelegene Kreis-Ebene bestimmen. Ich nenne das 
Element dieser Ebene Öw und seine Coordinaten «, /, y, von denen y parallel 
mit der Rotations- Axe ist und also für alle Elemente denselben Werth hat. 
Die Componenten des Ellipsoids in dem Puncte «, £, y seien Aa, BP, Cy; 
alsdann haben die negativen Componenten der Wirkung des Ellipsoids auf die 


Kreis-Ebene folgende Ausdrücke: 


— H/Acöw, —9/BBöw, 3, [Cöw; 


Kürze wegen werde ich 
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wo die Integralionen über die ganze Kreisfläche auszudehnen sind. Nennt 
man 7, und 7, die Entfernung der positiven Grundfläche der Spirale (d. i. der 
mil posiliver magnelischer Flüssigkeit belegten) und der negativen vom Mittel- 
puncle des Ellipsoids, so hat man in vorstehende Ausdrücke einmal y,, statt y 
zu setzen, und dann 7,, und von dem Resultat der ersten Substitution das der 
zweiten abzuziehen. Dann erhält man, wenn kein Theil des Ellipsoids innerhalb 
der Spirale liegt, die Werthe von 4, B und !'; es ist aber zu der Diffe- 
venz, welche /' giebt, wenn das Ellipsoid theilweise oder ganz innerhalb des 
von der Spirale und ihren Grundflächen begrenzten Raumes liegt, noch das 
Product aus 4779 in den innerhalb des bezeichneten Raumes liegenden Theil 
des Ellipsoids zu addiren. Nun ist aber, wie leicht erhellet, /@« Acw==0 und 


/EB cw—0, also 4=0=—=B, und demnah auh M=0=N Es 
"bleibt also nur das magnetische Moment P in Bezug auf die Rotations- Axe 
zu bestimmen, welches, wenn durch C,, und C,, die Werthe von C in Bezug 
auf die beiden Grundflächen der Spirale bezeichnet werden, durch 

4. P— Ir! 76, —17,0,)0w—4n9 för 
ausgedrückt wird, wo y,, und y, constant sind und die erste Integration über die 
ganzen Grundflächen auszudehnen ist. In dem zweiten Integral ist Ov das räum- 
liche Element des Ellipsoids und för mufs auf den Theil desselben beschränkt 
werden, welcher innerhalb der Spirale liegt. Ich werde zuerst den Werth des 
Integrals jeöw entwickeln. Hiebei mufs unterschieden werden, ob die Kreis- 
fläche. auf welche sich dies Integral bezieht, die Rotations-Axe des Ellipsoids 
aufserhalb desselben schneide, oder innerhalb. Im ersten Fall erhält man 
den Werth von C aus (27. $.2.), wenn man Z durch ce daselbst dividirt 
und o,, wofür ich jetzt o setzen werde, als eine Ordinate von Oww betrachtet; 
in dem zweiten Fall hat C für alle Elemente Öw, welche innerhalb des EI- 
lipsoids liegen, einen constanten Werth, den man aus (27. $.2.) erhält, wenn 


* | [2 
man o, in dem Ausdruck —Z statt o, setzt, wo o, sich auf das gegebene 
C 


Ellipsoid bezieht; für die Elemente Ow aufserhalb des Ellipsoids gelten in diesem 
Falle dieselben Werthe von CE, wie im erstern. Ich selze Oo —=nö.(«®+ P?) und 


el A)i—u), Ya—lou, 
woraus sich 
y’ 
DD = —ar (#0+%) 00 
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ergiebt. Wenn die Kreis- Ebene die Axe aufserhalb des Ellipsoids schneidet, ist 





demnach 
: nn ) e) r Y 4 Fr } | ' 6 Pr. 1 | 
Scöw — —8n°0,{(0, —1)föo (2 O-- z.) (i log un —) J: 
6 :“ oO o—1 0) 
wo die untere Grenze der Integration ; 2 ist, die obere o, wenn o die 
| .. 


negalive Wurzel der quadratischen Gleichung 


2° n,? 
26. — —— —=,% 


Et 0 








ist. in welcher #2 den Halbmesser der Kreis-Ebene, nach welcher integrir! 
wird. bezeichnet. 
Schneidet die Kreis-Ebene die Axe innerhalb des Ellipsoids, so hat man 


+ u O, - ‚te N 
870, (0, —1) 1 joe u (# 0-+ E) )ö GO 
: Si ' @’ 


Ly- 
Sara, (0 — Va öo(% O r (log no n 











Aus (25.) erhält man 
Bi yr,2 2 | 7 1 o+1 
J. = 4n°o,(, —1) ‚(9 —1)( 7: :) log) 
und aus (27.) 


TRRIZE \32J y 1 o—1 
J; — 41 Gy, 5 — 1) (0 —1)(i | 4) - ._ ı log -) 


1 (2 11% (2a \ 
TSe Ti re ri 
) 6 Ö 


0 





- 


wo 0° die negative Wurzel der quadratischen Gleichung dieser Gröfse in (26.) 





ist. Durch die Form, in welcher das letzte Glied in J, geschrieben ist, ist 
angegeben, dafs dasselbe sein Vorzeichen mit y nicht ändert. 

Mittelst dieser Ausdrücke ist es nun leicht, die Werthe von P in (24.) 
zu bilden, wenn man berücksichtigt, dafs das Integral /Ov, wenn nur die 


untere Grundfläche der Spirale das Ellipsoid schneidet, den Werth 


0 = —na a —1)aRBy/1— ZW | E, 
/ TO ’13 } 6, | 3 0: 


hat; wenn beide Grundflächen dasselbe schneiden, den Werth 


2 % 
för — —10,(0,- 1 ze(1 1 2) (1447 0? &)) 


0 0 
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und endlich, wenn das Ellipsoid ganz innerhalb der Spirale liegt, den Werth 


Jöv =—— sro, —I)Ay—1. 
Man erhält allgemein, wie auch die Grundflächen der Spirale liegen mögen. 


wenn für # wieder sein Werth 5 eingeführt wird: 
APR > 
 75%87n0,(0,—1) 
IS, P Bong 0,11 
1+4nxo, (0) —1 (210g . 


y BR 1 x 
a ae 
6, 01 ur 6), 


ne \ +1 y 
 l( \( 721% 6, 22 
BERZE ((o —1)(a | \(—— log Bo I) + (#4 
| i 0, /X\0, SG, 1 
wo o,, und o, die negativen Wurzeln der beiden quadratischen ann sind, 


welche man aus (26.) erhält, wenn darin respective y, und y, gesetzt wird. 
Königsberg im August 1847. 
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3. 
De la sphere tangente a quatre spheres donnees. 


(Par Mr. J. A. Serret a Paris. ) 





Boit 
@— a) +(y—b’ + —e’—r = 0 

l’equation d’une sphere, que je reprösenterai, aussi pour abreger, par N =-0. 
J’appellerai avec Mr. Steiner, Puissance d’un point par rapport ü une sphere, 
le carr& de sa distance au centre moins le carr«e du rayon; ensorte que NÖ 
represente la puissance du point (z, y, &) par rapport a la sphere dont N — 0 
est l’equation. Je representerai par » la puissance de l’origine, et l’on aura 
toujours | 


ea +-b--E—r —=p. 
11. 
Soient S=0, S’—0, les equations de deux spheres; l’&qualion 
Be 


est celle d’un plan qu’on appelle plan radical des deux spheres; ce plan est 
evidemment d’apres la definition pr&cedente, le lieu geometrique des points 
d’egale puissance par rapport aux deux spheres; il est aussi le lieu geometrique 
des points communs aux deux spheres lorsqu’elles se coupent, et dans tous 
les cas le lieu des points d’ou l’on peut leur mener deux tangentes &gales. 

La position de ce plan par rapport aux deux spheres, ne depend evidem- 
ment pas des axes coordonnees; et comme en prennant pour axe des 2 la 
droite qui joint leurs centres, l’equation S— 8’ se reduit ä la forme 2A; 
on voit que le plan radical des deux spheres est perpendiculaire a la ligne 
des centres. 


II. 

Soient S—0, S’—0, S"—0, les equations de trois spheres; les plans 
radicaux de ces trois spheres considerees deux ä deux, auront pour &quations 
S — Ss”, Ss — =", S'— Ss”, 

Ces trois plans se coupent suivant une meme droite dont les @quations sont 
N ar N ae 
7 %* 
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ei qu’on appelle «we radical des trois spheres. Cet axe radical est le lieu 
des points d’egale puissance par rapport aux trois spheres; il est d’ailleurs 
“videmment perpendiculaire au plan de leurs centres. 

Ce qui precede exige que les centres des trois spheres ne soient pas 
en liene droite; car si cela &tait, les trois plans radicaux des spheres prises 
deux a deux seraient paralleles, et l’axe radical serait situ a l’infini, ou pour 
nieux dire n’existerait plus; neanmoins il pourraii arriver que ces trois plans 
coineidassent, et dans ce cas les trois spheres auraient un plan radical au lieu 
d’un axe radical. 

On peut aisement Aa l’aide des principes de la geometrie descriptive 
eonstruire le plan radical de deux spheres et l’axe radical de trois spheres, 
mais je n’insisterai pas sur ces op£rations graphiques. 


IV. 

Soient S—0, S’—0, S"—0, S”"—0; les equations de quatre spheres. 
les plans radicaux de ces spheres prises deux a deux auront pour &quations 
I ns Ss’ Ss ann Ss”, S— w sg’ u Pr u se" S"— se"; 

ces six plans se couperont en un m&me point qui aura pour equations 
BR a, 

Üest le point d’egale puissance par rapport aux quatre spheres, et qu’on appelle 

centre radıcal de ces spheres. 

Ce point sera toujours unique, a moins que les quatre spheres n’aient 
leurs centres dans un m&me plan; dans ce cas il pourra arriver que le centre 
'adical soit Aa linfini, ce qui signifie qu’il n’existe plus; ou bien ce centre sera 
vemplace par un axe radical, ou m&me par un plan radical, si les centres des 
quatre spheres sont en ligne droite. 

Dans le probleme dont nous allons nous occuper, nous supposerons 
d’abord que les quatre centres ne sont pas dans un m&me plan, et alors les 
spheres auront toujours un centre radical unique. 


V. 
Soit toujours S —0 l’equation d’une sphere, et x, y’, 2’ les coor- 
donnees d’un point quelconque de l’espace; on sait que le plan polaire de ce 
point par rapport a la sphere, aura pour equalion 


(2 — a) (2 — a) +(y—b)\(y—b)+( — eo) —-e)—r —=(. 


On sait d’ailleurs que ce plan n’est autre que le lieu geometrique des sommets 
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des cönes circonserits a la sphere et dont les plans de contact avec cette 
derniere passent par le point. 

Cette definition est applicable a tous les cas; on en deduit aisement que 
si le point est hors de la sphere, son plan polaire est celui des contacts de la 
sphere et des tangentes issues de ce point, et que si le point est sur la sphere, 
il est aussi sur son plan polaire qui est lui m&me tangent ä la sphere. 


Vl. 
Soient S—=0, S’—0, les @quations de deux spheres; les centres de 
similitude direct et inverse de ces spheres, auront respectivement pour &quations 

















Centre direct. Centre inverse. 
r ) r | 
u (a —ü), = —a — Ina a), 
y-b- ';@-b) y-b= 40) 
‚r—r' , r+r' . 
r ! “> » — " ” E 
ee (EC — ec), s—c=_ (de). 


Les plans polaires de ces deux centres de similitude relativement ä la sphere 
S, auront respeclivement pour &qualions: 
(a — a)c+2(b—d)y-+2(c—c)zs—(p—p') 
— (a— a) + b—V’-(c— cd)’ —(r—r')', 
(a — a)2--2(b—b)y+2(c— c)z— (p—p) 
— (a— a) +(b— Bd) -+(c— ce’ —(r-+r'): 
ou simplement 
S'’—S = A(r,r), S’—-S = ((r,r), 
en posant pour abreger 
Ir,r) = (a— a) +b—V)--(c— ec’ —(r—r')., 
r,r) = (a— a) (b—D)’+(c— C’—(r-+r})}. 
Les plans polaires des deux m&mes centres de similitude, relativement a la 
sphere S’, auront evidemment pour @qualions 
S—S'’ = A(ırs,r), S—S' — ({(r,r). 


Si les deux spheres etaient exterieures l’une a l’autre, les deux centres de 
similitude seraient les sommets de deux cönes circonscrits a la fois aux deux 
spheres, et les quantites designdes par A(r, r’), d(r,r') seraient les carrees 
des parties des aretes de ces cönes, comprises entre les deux spheres. 
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vn. 
Theoreme. 
Le lieu geometrique des points de contact de Uune quelcongue de 
{rois spheres donnees avec toutes les spheres qui les touchent toutes trois, 
est un pelit cercle de cette sphere, dont le plan est perpendicularre au 
plan des centres des spheres donnees. 





Il est bien entendu dans cet enonce, que l’une quelconque des trois 
spheres donnees doit eire touchee de la meine maniere par toutes les spheres 
que l’on considere. 

Considerons, pour fixer les idees, la serie des spheres qui touchent 
exierieurement trois spheres donnees dont les equations seront comme d’habitude 
Bu, mb, Me 
et designons par «, P, 7 les coordonnees du centre de l’une des spheres tan- 
gentes I, par o son rayon, et par ©, y, %& les coordonnees du point ou elle 

touche la sphere IS; on aura d’abord 


1. er“ E Pe 20 EN e+r 


& == z— —dA — — — Bes D — 
en . - 7 a 





puis comme la ER > touche les trois proposees: 
(a —e)’+(b Pi +le -YY—(r +0) —= 0, 
(a — eo” +(" — PP’ -+(ed —y)’—(r +0) 
(a — a) + (b"— BP} -+(d"—y) —(r" +0)" 


De ces dernieres on deduit par la soustraction: 


| 


| 
>} 


j? a— a )a+2(b— V)P+2(c— € )y+2(r—r)e—(p—p') = 0. 
12 (a — a") a2 (b—b")P--2(c—c")y+R(r—r")e —(p—p") = 0. 
Si maintenant on porte dans les &quations (2.) les valeurs de «, £, y trouvees 
plus haut, on aura 

(e--r){2(a— a)e +2 — W)y- A , — o4A(r,r'), 

(e-+-r){2(a— a")ce+2(b—D")y—-2(c— ce") —(p—p")\ oe4A(r,r"). 
L’elimination de g entre ces equations, conduit a la suivante: 

2 nn 
Mr) #4, ) ’ 

qui est bien l’equation d’un plan. 


2. 


| 


Il suit de la que les points de contact des trois spheres donnees avec 
la serie des spheres qui les touchent exterieurement toutes irois, Seront sur 
trois plans ayant pour @quations: 
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"Ze TUuer PUR Ten "BR s—s' s-sı 9" 
Ir) Asa)? Aha) Az)? AN) Ar) 
Ces trois plans se coupent @videmment suivant la droite 

ee 
qui est l’axe radical des trois spheres; et comme celle droite est perpendicu- 
laire au plan des centres des trois spheres, il s’ensuit que ces trois plans le 


4. 


seront pareillement. 

Si l’une des spheres proposees, la sphere S par exemple, devait etre 
enveloppee par la serie des spheres tangentes, il suffirait de changer le signe 
de r dans les @quations (1.) et (2.), et par suite dans toutes celles que l’on en 
deduit; ce qui revient evidemment ä remplacer dans les &qualions (4.) 

A(r,r) et A(r,r") par (d(r,r)) et ((r,r"). 
Si les trois spheres devaient @tre enveloppees par la serie des spheres tan- 
gentes, il faudrait changer les signes de r, r', r"; ce qui ne produirait aucun 
changement dans les @quations (4.). 

Il resulte de la que les @quations (4.) s’appliqueront a tous les cas, si l’on 
convient de remplacer la caracteristique / par d', lorsque les spheres dont les 
rayons suivent cette caracleristique, doivent &tre touchees de manieres differentes. 

Dans tous les cas les plans ainsi determines, passent toujours par l’axe 
radical des trois spheres. 


vm. 
Probleme. 
Construire une sphere tangente ü quatre spheres donnees. 
Soient 
0, 80, Bu, 

les equations des quatre spheres donndes, et supposons pour fixer les idees 
que la sphere cherchee doive toucher les proposees toutes exterieurement, ou 
toutes inlerieurement. 

Les lieux des points de contact de la sphere S et des series de spheres 
qui touchent exterieurement ou interieurement cette sphere et deux des trois 
autres, ont pour equations: 

s'—s s"'—s m st _ 5 s" _sS Ss" _S 
Ar, r') ak Ar, r)? Ar, r‘) ir Ar, r")? Ir, r") m; A(r, Pu 
Ces trois plans se couperont suivant une m&me droite ayant pour @quations: 


Ss—S S!'—S _S"—S 
(a) Aasr) Asa) Aa, rn) 
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Cette droite pergera la sphere, generalement en deux points; l’un d’eux 
sera le point de contact avec la sphere qui touche exterieurement les quatre pro- 
posces; l’autre le point de contact avec la sphere qui les enveloppe toutes quatre. 

La droite (a.) semble assez diffieile a construire a priori; mais on peul 
trouver Ltrois points fort remarquables de cette droite; ce qui est plus que suf- 
fisant pour la determiner. 

1°. La droite (1.) passe @videmment par le point 

N de NY de „ kun sg 
qui est le centre radical des quatre spheres donnees. 
2°. Elle passe aussi par le point dont les @qualions sont 
S’—S = A(ı,r), 8"—-S = A4(r,r'),, S"—S — A(r,r"), 
ei qui, ainsi que nous l’avons vu precedemment, representent les plans polaires 
relativement ä la sphere S, du centre de similitude direct de cette sphere 
prise avec chacune des trois autres. 

L’interseclion de ces trois plans faciles a construire, donne done un 
second point de la droite (1.). 

3°. Enfin la meme droite passe par le point dont les @qualions sont 


S-S'’ —4Arr), S-$" = Arr), S-S"— Anr"), 





el qui representent les plans polaires par rapport aux spheres S’, S”, S”' des 
centres de similitude direels de ces spheres considerees separement avec la 
sphere 8. 

Si la sphere 8, etant toujours touchee exterieurement, quelques unes 
des trois autres devaient &ire enveloppees, nous avons vu que pour ces der- 
nieres, il fallait remplacer la caracteristique / par Ö'; ce qui revient, comme 
on voil,. a prendre le centre de similitude direct, si les deux spheres doivent 
ötre touchees de la m&äme maniere, et le centre de similitude inverse, si elles 
doivent etre touchees differemment. 

De ce qui precede on deduit aisement la construction suivante. 

IX. 
Construction. 

Pour constuire une sphere tangente a quatre spheres donnees, dont les 
centres ne sont pas dans un m&eme plan, on cherchera les centres de simili- 
tude de chacune des qualre spheres avec chacune des trois autres, et on prendra 
chaque centre de similitude direct ou inverse, suivant que les deux spheres 


correspondanles devront eire touchees de la m&eme maniere. ou de maniere 























2 


5. Serrel, de la sphere tangente a quatre spheres donnees. 57 


differenles; on construira les plans polaires des trois centres de similitude ainsi 
determines correspondanis a chaque sphere par rapport a cette sphere, et l’on 
obtiendra ainsi dans chacune d’elles, un point que l’on joindra ä leur centre 
radical. Les quatre droites ainsi obtenues couperont les quatre spheres en 
huit points; quatre de ces points constilueront une solution du probleme, et 
les quatre autres une solution semblable ou inverse. 

La solution precedente subsiste, quels que soient les rayons des spheres 
donnees; et par cons@quent lorsque les rayons de quelques unes sont nuls. On 
peut done regarder comme resolu le probleme qui consiste a consiruire une 
sphere tangente a nn spheres donnees et passant par 4—n points donnee. Il 
faut seulement remarquer que les centres de similitude direct et inverse de 
deux spheres 8 et ,S’ se confondent avec le centre de l!’une d’elles lorsque le 
rayon de celle-ci s’annulle. 

X. 

Si les centres des qualre spheres etaient dans un meme plan, on ne pour- 
rait plus appliquer la construction pr&cedente; mais dans ce cas la droite (1.) 
est perpendiculaire au plan des centres des spheres et rien n’est plus facile 
que de determiner sa trace sur ce plan. 

Soit pris pour plan xy celui qui renferme les qualres centres, et soient 

0, 0" EEO, Cr EO 
les equalions des grands cercles suivant lesquels le plan zy coupe les spheres. 
Comme les coordonnees e, c’, c”, ce”, sont nulles, les equations de la droite 
(1.) ou de sa trace sur le plan des cenires, seront 
0—C 0" —C E"—C 


Ges equations sont sur le plan xy, celles du point ou se coupent les droiles 
ayant pour equations: 
C—6 C"—C C—C co" —C 2" —C 0" —C 


As) As)? As) Ars)? Ara) Aa) 

ll est facile de construire ces droites qui ne sont aulres que celles qui 
determinent sur la circonference C les points de contact de celle eirconference 
avec le cercle qui touche en m&me lems deux des trois autres cercles EC’, ©", CE". 
L’intersection de ces trois droites donne immediatemen! la trace de la droite (1.). 

Les operalions graphiques relatives a ce cas parliculier s’ellectuent sans 


difficulte. 
Paris, Octobre 1947. 





Tr 
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4. 


Note sur les fonetions elliptiques. 
(Par Mr. A. Cayley a Cambridge. ) 





Soil 2 — yksinamu et «—=k-+ — la fonction yksinamnu (ou n est un 
enlier), peut etre exprim6e sous forme d’une fraction dont le denominateur est 
une fonclion ralionnelle et entiere par rapport a x et «. En exprimant ce 
denominateur par 2, on aura 


2. 


. 
u 





Se iltinia, | dz d 
2 - ee I: 2 — 3 ie Ey ® + a 
(1) nm Nez +m—I (er — 28) 7, +1 ar +2) — 


N @-E = 0. 


Cette equalion est düe a M. Jacobi. (Voyez les deux memoires „Suite des 
notices sur les fonctions elliptiques” t. III p. 306 et t. IV p. 185.) 

En essayant d’integrer celte equalion comme une seule, ordonnee suivant 
les puissances de x, ei en considerant en parliculier les cas n—2, 3, 4 et5: 
jai trouve que les differentes puissances de « se presentent et disparaissent 
d’une maniere assez bizarre. (Voyez mon me&moire „On the theory of elliptic 
functions” Cambridge et Dublin Math. Journal t. II p. 256.) J’ai reconnu 
depuis que cela vient de ce que la valeur de z est composee de plusieurs series 
independantes; une quelconque de ces series ordonnee selon les puissances 
descendantes de «, va a linfini; mais en combinant les differentes series, les 
termes qui contiennent les puissances negatives de «, se detruisent. Par rapport 
az chacune de ces series ne conlient que des puissances paires et positives, 
car les puissances negatives qui y entrent apparemment, se r@duisent toujours 
a zero. En eflet, on satisfait a l’equation (1.) en supposant pour z une ex- 
pression de la forme 


(2.) = 92s{n —2s) i astr—25) j Zi u + (—1)°. D2sln—2)—27 ar29)—9 ö 7 


.. 
(oü s est arbitraire). Cela donne pour Z, l’equation aux differences melees: 


En Ze d Ä i 
Bu a ae ıs(n—2s)— 2In?glz 
I a PAAR r2ns(n —2s)—2n’g|Z 


ı 2 72 ee d’ f 2 a nn a’ 
| —N)z+z Zu (2n —2)r er 1- 


— 1283n’[s(n— 25) — g+2]Z,_ = 0. 











dx | 
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Pour inlegrer cette equation, supposons 
Z; 
2, = 25 2 

q Too+)Iy—c-1) 

ou la sommalion se rapporie ä o et s’etend depuis 0 — 0 jusqu’a 0 — y. 


a" s+29—40 





Toute reduction faite, et ayant mis pour plus de simplieite n’—?2ns = }. 
ns u, on obiient pour Z, l’expression 
4. [—-(g—- 0) — ou+(y—20)]Z, 
+@-9%a—29+4042)R— 294404 1)2,-. 
+0(u+29—40-+2)(u+2g—4041)Z/7, 
—160(4—- [au —2— 2) A+u)]Z2 = 0. 


En supposant la valeur de Z) egale a l’unite, les valeurs de Z, se 
trouvent completement determindes; malheureusement la loi des coefficients n'est 
pas en Evidence, excepte dans le cas de o—=0, ou og. En caleulant 


les termes successifs, on obtient 


= (4 ce) s(n—25) 28 
LE E del 2 
a (4 oe 1 
! 1 Ins 
TTUX 
1 Ts ‘ 2ns-+4 
12 I (4 ae 3) Mn 


| a 1 10Au\ ar. 
+ (4a)* ats; +7 7a#+2— 77% x‘ 


n= Ei u (u — 8) a” 


(u — 4) (a — 5) ec" 


1. a 1.2.3 
Hat (ua 3440-774). se+2 


.. (4 ——— 
- raliu— 8) +40 — are 





+ 5 u(u — 4) (u — 5)” 


+ etc. 
On aurait une valeur assez generale de z en multipliant les differentes 
fonctions z, chacune par une conslante arbitraire, ei en sommant les produits; 


mais dans le cas actuel ou z denote le denominateur de yk sinamnu, la valeur 
8 %* 
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convenable de x se reduit A 
s— — u. tin + 33, +. 
ou s est un nombre entier et positif, entre zero et 4n ou 4(n—1). On aura 
par exemple dans le cas n—5 (les signes &tant tous posilifs si #2 est impair, 
et alternativement posilifs et negalifs si rn est pair), en supprimant les puissances 
negatives de « (lesquelles s’entred£truisent): 
u = 1, 
2, — 64er" — a (160 2° 240 2") + a (140 2° -- 368.2" 360.2") 
— (50.2*-- 125 2° + 300.2" -- 275 2'°), 
%, —= 1602” — 0 (80.2 +20.29) -- (170.2 --6922" 452%), 
et dela: 
z — 1—502°--1400.2° — (125 41600?) 2° + (3680 + 640°) x" 
— (300 + 240 a) ©" + 360 a 2" — 105 2" — 80.0.2" 4 (62-4 160°) 2” 
— Wax” 5x"; 
ce qui est effectivement la valeur de x que j’ai trouvee dans le memoire cite 
pour ce cas particulier. 


ID Lay, 


Chancery-Lane. 27 Dec. 1547. 
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>. 


Über unendliche Reihen, deren Exponenten zugleich 
in zwei verschiednen quadratischen Formen 


enthalten sind. 
(Von Herrn Prof. ©. G. J. Jacobi. ) 





Einleitung. 





Zuwischen der Analysis und Zahlentheorie, welche man lange für völlig ge- 
trennte Disciplinen hielt, sind in neuerer Zeit immer häufigere, oft unerwartete 
Verbindungen und Übergänge entdeckt worden. Eine reichhaltige Quelle gegen- 
seitiger Beziehungen beider, welche noch lange unerschöpft bleiben wird, ist 
die Analysis der elliptischen Funetionen. Ich will im Folgenden eine An- 
zahl Formeln mittheilen, welche eine neue Anwendung dieser Analysis auf 
die Arithmetik gewähren, die Anwendung nämlich auf die Simultanformen des 
zweiten Grades, in denen gewisse Zahlenclassen immer enthalten sind. 

Das erste Beispiel von tiefer liegenden Sätzen über die Eigenschaften 
solcher Simultanformen ergab sich aus der ersten @aufsischen Abhandlung über 
die biquadratischen Reste, welche von dem biquadratischen Character der Zahl 
2 handel. Aus den in dieser Abhandlung gefundnen Resultaten folgt eine 
Beziehung zwischen den beiden quadratischen Formen 

aa+2bb und cc-+da, 
in welchen jede Primzahl von der Form 82--1 gleichzeitig enthalten ist. @aufs 
beweist nämlich daselbst durch rein arithmetische Betrachtungen, 
dafs die Zahl 2, welche quadratischer Rest jeder Primzahl von der Form 
824-1 ist, auch ihr biquadratischer Rest ist oder nicht, je nachdem bei 
der Darstellung der Primzahl durch die Form ua-+25D die Wurzel des 
ungeraden Quadrates @ die Form 82+1 oder die Form 8?+3 hat. 
Durch andere von diesen ganz unabhängige, aus seiner Theorie der Kreis- 
theilung geschöpfte Betrachtungen, denen er jedoch ebenfalls eine arithmetische 
Einkleidung gab, beweist dann Gau/s an demselben Orte ferner auch, 
dafs die Zahl 2 biquadratischer Rest einer Primzahl von der Form 8 --1 
ist oder nicht, je nachdem bei Zerfällung der Primzahl in zwei Quadrate 
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die Wurzel des geraden Quadrates durch 8 dividirt aufgeht oder den 
Rest 4 läfst. 
Die Vergleichung dieser beiden Criterien ergiebt den Satz, 
dafs bei der Darstellung einer Primzahl von der Form 8?--1 durch die 
beiden quadratischen Formen «0255 und ec+dd, wo d die Wurzel 
des geraden Quadrates sein mag, immer gleichzeitig @ die Form 8&+1 
und d die Form S? oder « die Form 82+3 und d die Form 82-4 hat. 
Es war zu wünschen, dafs dieser Satz unabhängig von der Theorie der bi- 
quadratischen Reste durch unmittelbare Betrachtung der Gleichung 
aa+-2bb — cc-+dd 
bewiesen, und dadurch das eine @au/sische Criterium auf das andere zurück- 
geführt würde. Dies hat Dirichlet in einer Abhandlung des 3ten Bandes des 
Crelleschen Journals gethan, wo er zugleich Untersuchungen über die allgemei- 
nere Gleichung 
aa+nbb — cc+dd 
angestellt hat. 
Der zuletzt erwähnte Satz kann auch noch auf eine andere Art aus- 
gedrückt werden. Da entweder +a oder—a, +c oder —c die Form Am-+1 
hat, ferner aus der Gleichung 


p = aa+r2bb = cc-+dd, 
wenn p die Form 82-+1 hat, folgt, dafs & durch 2, d durch 4 aufgeht: so 
erhält man aus diesen beiden Zerfällungen der Primzahl p immer eine Gleichung, 
(Am’ +1)’ + 8n’n —= (Am-+1)-+-16nn = p, 
wo die Zahlen m und »n’ positiv oder negativ sind. Der obige Satz besagt, dafs 
in dieser Gleichung ’ und n gleichzeitig gerade oder ungerade sind, oder 
dafs die Zahl m’-+-n ümmer gerade ist. Aus derselben Gleichung folgt aber 
auch unmittelbar, dafs m und m’—+-n’ gerade sind, wenn p die Form 16n +1 
hat, und dafs m und a -+-n’ ungerade sind, wenn p die Form 16n--9 hat, 
oder dafs die Zahl m-+m'--n' immer gerade ist. Es wird daher zufolge 
des obigen Satzes auch m -+n--n' immer gerade sein, oder dieser Satz fol- 
gendermafsen ausgesprochen werden können, 
wenn eine Primzahl p von der Form 8i+1 durch die beiden yuu- 
dratischen Formen (Am 1)’ +16nn und (4m'+1)’+ 8n'n’ durgestellt 
wird, so sind die beiden Zahlen m--n und n' immer gleichzeilig ge- 
rade oder ungerade. 
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In dieser Gestalt findet man den Satz auch als ein Corollar einer analytischen 
Formel, welche sich aus den Reihenentwicklungen der Theorie der elliptischen 
Functionen ergiebt, und in welcher eine Reihe, deren Exponenten die eine qua- 
dratische Form haben, einer Reihe gleich wird, deren Exponenten in der andern 
quadratischen Form enthalten sind. Aus derselben Quelle fliefst eine grofse Anzahl 
ähnlicher Gleichungen, die Sätze über die Eigenschaften quadratischer Simultanfor- 
men ergeben, und in denen die Exponenten der Reihen in den quadratischen Formen 
a--y’, a +2Y°, 2° --3y°, 2&°+6y’, 22°-43y” enthalten sind. Einige solcher 
Gleichungen lassen sich auch aufstellen, in denen die Exponenten der Reihen in 
höheren quadratischen Formen, wie z°--5y”, x°--7y” enthalten sind. Die 
folgenden Untersuchungen sollen sich mit diesen analytischen Formeln und den 
daraus folgenden arithmetischen Sätzen beschäftigen. Da die Anzahl dieser For- 
meln begränzt scheint, so kann es Interesse haben, dieselben zu erschöpfen. 

Die sämmtlichen diesen Untersuchungen zum Grunde gelegten Entwick- 
lungen sind parliculäre Fälle einer Fundamentalformei der Theorie der ellipti- 
schen Functionen, welche in der Gleichung 

A-NA-NA—-MA—g).- 
x 1—g2)1—- ’z)1— gdz)1—g2).. 
x 1—- gr)A— Fr) A—- FE) Ai—g’z).. 
— 1- ya +) + +F)—- CS HRT)+.. 

enthalten ist. Diese Gleichung gilt für alle Werthe von 3 und für die Werthe 
von g, deren Modul kleiner als 1 ist. Man kann derselben verschiedne Formen 
geben. Setzt man g” für q, wo m eine beliebige positive Gröfse ist, und 
gleichzeitig +g*" oder — g*" für x, so erhält man aus ihr die folgenden bei- 
den Formeln: 


DT De TR). 
Bi a gr gt gern L gemt?r ur a 123 pers L ir 

2. d- NAH MA- AFFE )AHE)A—g").- 
n % Lgrmr 4 gi” ad Te am er Lgmten + 2 

Setzt man m— n=a, 2n=b, so werden diese Formeln , 

3. d-MA-FH)A- FA H)A- YA g).. 
um 1—g° Bü gr - ger? + ger?e Do ger? Kin g+% 1 a 

4. di . g“) 1 +g°*) (1 na g+?)(1 + g°°+?) (1 ++?) BE g* +?) Di 
BER 1 . g’+ gr’+ gr ger 7 an uR aa Jia 


wo die Exponenien in den unendlichen Producten eine Reihe bilden, deren 
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erstes Glied a ist und deren Differenzen 
b,a,a,b,a,a,b eic. 
sind, die Exponenten in den Entwicklungen dagegen eine Reihe bilden, deren 
erstes Glied O ist, und deren Differenzen 
a, b, 3a, 2b, Ju, 3b, Ta etc. 

sind. Bezeichnet man die unendlichen Producte und Reihen durch die ihren 
allgemeinen Gliedern vorgesetzien Zeichen // und 3, so kann man die For- 
meln (1.) und (2.) folgendermafsen darstellen, 


y II (1 Rn re (i on re) (1 En oe =(—1)' 
6. II 11 - "Table + re (1— "nl ) BEENDEN Ze 


Hier sind dem Index 2 unter dem Zeichen // die Werthe 0,1,2, .. ©, unter 


dem Zeichen > dagegen die Werthe O0, +1, +2, .. +% beizulegen, wie 
auch im Folgenden immer angenommen werden wird. Setzt man in diesen 
Formeln m’ für m, 2mn für n, und multiplieirt auf beiden Seiten des Gleich- 
heitszeichens mit g”', so erhalten sie folgende Form: 

7 g" II 1" a. en) gerim) Kinn a1 gt", 
8 gITtA TR RER EEE BR Ze, 


Von den drei einfachen unendlichen Producten, welche mit einander 
zu multipliciren sind, werden zwei einander gleich, wenn d&=0; es können 
die drei in zwei zusammengezogen werden, wenn 5=?2ua, oder in ein ein- 
ziges, wenn d=.a. Selzt man in diesen Fällen «—=1, wie es unbeschadet 
der Allgemeinheit geschehen kann, und daher 


h.. al, Bam 2. m=2, n=1; 3. m=}, n=}: 


so erhält man aus (5.) und (6.) die fünf particulären Formeln: 


MA HYA- = EAg, 
IA A-F N = EN, 
9. a) AN) = EN g"r, 
AHA N = 
| ITA— g*") m: _(Ayigitt, 


Die Zahlen 22°-+-2 bilden, wenn man dem 2 alle positiven und negativen Werthe 
eiebt, die Reihe der dreieckigen Zahlen. 

Wenn von den unendlichen Producten, welche aus (5.) und (6.) für 
specielle Werthe von m und ” hervorgehen, irgend welche zwei mit einander 
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multiplieirt werden, so erhält man dadurch ein neues unendliches Product, in 
dessen Reihenentwicklung nur solche Glieder vorkommen, deren Exponenten 
in einer bestimmten quadratischen Form zweier Variabeln enthalten sind, welche 
Anzahl der Variabeln der quadratischen Formen ich immer stillschweigend vor- 
aussetzen werde, wenn nicht das Gegentheil bemerkt ist. So oft daher, was 
in einer grofsen Anzahl von Fällen geschieht, ein solches unendliche Product 
noch durch die Multiplication zweier anderer in den obigen Ausdrücken (5.) 
und (6.) enthaltner unendlicher Producte entstehen kann, werden durch die 
Entwicklung desselben Reihen erhalten, in denen die Exponenten der Glieder 
in zwei bestimmten quadratischen Functionen zugleich enthalten sind. 

Zufolge ihrer Entstehungsart können diese Reihen durch zwei verschiedne 
Doppelsummen ausgedrückt, und daher nach zwei verschiedenen Gesetzen ge- 
bildet werden. Nach dem einen erhalten die Exponenten der einzelnen Glieder 
eine andere quadratische Form als nach dem andern; wenn man aber in jeder 
Doppelsumme alle Glieder, in deren Exponenten die quadratische Form densel- 
ben Werth erhält, zusammenfalst, müssen beide Bildungsgesetze zu demselben 
Resultate führen, und daher sowohl nach dem einen als nach dem andern die 
Coöfficienten aller Glieder, in welchen die Exponenten nicht zugleich in den 
beiden quadratischen Formen enthalten sind, verschwinden. Wenn man hingegen 
die Coöfficienten der Glieder, deren Exponenten in den beiden quadratischen 
Formen enthalten sind, wie sie aus den beiden verschiednen Bildungsweisen 
hervorgehen, mit einander vergleicht, erhält man jedesmal einen ähnlichen arith- 
metischen Satz, wie oben für die beiden Zerfällungen der Primzahlen von der 
Form 8:2--1 aufgestellt worden ist. 

Durch die Herleitung dieser arithmetischen Sätze aus den analytischen 
Entwicklungen wird aber nicht allein der Vorrath der arithmetischen Beweis- 
mittel vermehrt. sondern es werden dadurch auch die Sätze selbst in einer 
neuen bemerkenswerthen Form gefunden. Schon in einem früheren Falle, in 
welchen sich ein arithmetischer Fundamentalsatz als Corollar einer elliptischen 
Formel ergab, erhielt zugleich dieser Satz eine wesentlich verschiedene Fas- 
sung, die ihm einen allgemeineren Character und eine erhöhte Wichtigkeit gab. 
Der Satz nämlich, 

dafs für jede Zahl P, die nur Primzahlen von der Form Ai 11 zu 
Theilern hat, die Gleichung e2+yy==P so viel Lösungen in ganzen 
positiven oder negativen Werthen von x und y verstattet, als die vierfache 
Anzahl der ungeraden Factoren von P beträgt, 


Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XXXVI. Heft 1. 9 
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ergiebt sich aus der Theorie der elliplischen Functionen in der allgemeinern Form, 
dafs für jede beliebige Zahl P die Gleichung «= --yy=P so viel Lö- 
sungen in ganzen posiliven oder negativen Werihen von x und y ver- 
statiet, als der vierfache Überschufs der Anzahl der Factoren der Zahl P 
von der Form 42--1 über die Anzahl ihrer Factoren von der Form 42--3 
beträgt *). 

Diese verallgemeinerte Form des Satzes über die Anzahl der Zusammenselzun- 

sen der Zahlen aus zwe: Quadraten verstattel es, von ihm aus zu Sätzen über 

die Anzahl der Zusammensetzungen der Zahlen aus veer Quadraten aufzusteigen. 

S. Crelles Journal 12ter Theil S. 167. Anwendungen ähnlicher Umformungen 

auf tiefere arithmetische Sätze findet man in der berühmten Abhandlung: Sur 

diverses applications de lanalyse infinitesimale a la theorie des nombres, 

im 21ten Bande desselben Journals 8. 3. 

Als Beispiel der allgemeineren Fassung, in welcher die Sätze über 
Simultanformen durch die Analysis der elliptischen Funetionen gefunden werden, 
will ich die Erweiterung anführen, welche der oben aufgestellte Satz erfährt. 

dafs in den Simultanformen (Am-—-1)'’+16nn und (4m’+1)'--Snn', 
durch welche man jede Primzahl von der Form 8?--1 darstellen kann, 
die Zahlen m» --n und »’ gleichzeitig gerade und ungerade sind. 

In der Form, wie er aus der analytischen Formel hervorgeht, heifst dieser Satz: 
für jede heliebige Zahl P beträgt der Überschufs der Anzahl der Lö- 
sungen der Gleichung 

P — (4m--1)-+16nn, 
in welchen m--n gerade, über die Anzahl der Lösungen, ın welchen 
m--n ungerade ist, eben so viel als der Überschufs der Anzahl der 
Lösungen der Gleichung 

P= (4m -+-1)}--8nn', 
in welchen n' gerade, über die Anzahl der Lösungen, in welchen n' 
ungerade ıst. 

Der wesentliche Character dieser Erweiterungen besteht darin, dafs die 
nur für eine besondere Classe von Zahlen geltenden Sätze durch andere ersetzt 
werden. welche auf alle Zahlen Anwendung finden, für jene besondern Classen 
von Zahlen die tiefer liegenden Eigenschaften, welche man bemerken will. 
herausstellen. für alle andern Zahlen aber sich auf einen elementaren Inhalt 





*) 8. Fund. N. Th. F. Ell. pag. 107. 
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redueiren. Wenn gewisse Zahlenclassen gewisse Zerfällungen verstatten, so 
ersetzt man die Zahlen, welche die Anzahl dieser Zerfällungen bestimmen, 
durch Überschüsse, welche sich für die besondern Classen von Zahlen auf die 
Anzahl ihrer Zerfällungen reduciren, und für alle andern Classen verschwinden. 

Ich habe im Folgenden die sich aus den analylischen Entwicklungen 
ergebenden Eigenschaften der Zahlen auch aus bekannten arithmetischen Sätzen 
abzuleiten gesucht, wodurch man jedesmal für die analytische Formel einen 
rein arithmetischen Beweis erhält. Wenn diese arithmetischen Beweise der auf 
analytischem Wege gewonnenen Resultate keine wesentlichen Schwierigkeiten 
darbieten, so sind sie doch bisweilen complicirter Natur, und erfordern eigen- 
thümliche Classificationen der Zahlen, welche vielleicht auch in andern Unter- 
suchungen von Nutzen sein können. Es verstalten diese Beweise oft eine 
gewisse Willkür in der Wahl der Methoden der Behandlung, so dafs sie leicht 
variirt werden können. 

Ich bemerke noch, dafs bei mehreren der hier behandelten Entwicklungen 
elliptischer Reihen für die Vorzeichen der Glieder solche Gesetze gefunden 
werden, dafs man sie durch Gröfsen ausdrücken kann, welche von den biquadra- 
tischen Characteren der Zahlen abhängen. Man gelangt so « posterior: zu den 
ersten merkwürdigen Beispielen der Einführung der biquadratischen Reste in die 
Entwicklungsgesetze elliptischer Reihen mit beliebigem Modul. Die Gröfsen, 
durch welche sich die Vorzeichen dieser elliptischen Reihen "unmittelbar aus- 
drücken lassen. sind die nämlichen, welche durch ein von mir in die Theorie 
der Potenzreste eingeführtes besonderes Symbol bezeichnet werden. wodurch 
die Darstellung dieser Reihen an Einfachheit gewinnt. 





Zusammenstellung der analytischen Formeln. 


In dem 16ten Capitel der Einleitung in die Analysis des Unendlichen. 
welches von der T’heilung der Zahlen handelt, hat Euler das unendliche 


Produet 
1 





\/ 48 3 Ep _ su 
(1 A | g,Arg)A pe = d— A )A—’)—q')...” 


dessen Entwicklungscoeffieienten bestimmen, wie oft eine gegebene Zahl in 
beliebige ungleiche Zahlen oder in gleiche und ungleiche ungerade Zahlen ge- 
g* 











68 5. 0.6. J. Jacobi, über Reihen, deren Exponenten zwei quadr. Formen haben. 


theilt werden kann, Behufs der Erforschung dieser Coöfficienten untersucht, 
und dasselbe bei dieser Gelegenheit dem Bruche 








1’ + Hat tt —... Br, (1) piti 
1—y — +? +gq? — Hr + —... ‚Tees (1) Eid 


y 


gleich gefunden. Huler ersetzt nämlich das unendliche Product durch den Bruch 


(1— 9°) d— g') 1— 9°) 1—9°).- 
(1— 9) 1—g?) d—4’)1—g').. ’ 


dessen Zähler aus dem Nenner durch die Verwandlung von g in g° erhalten 





wird; für den Nenner aber findet er die in dem Nenner des vorstehenden Bruchs 
befindliche Reihe, deren Glieder zu Exponenten die fünfeckigen Zahlen, vor- 
und rückwärts ins Unendliche fortgesetzt, und abwechselnd die Coöfficienten 
„1 und —1 haben. Die eben angegebenen elliptischen Formeln lehren aber, 
dals man für dasselbe unendliche Product noch sechs ähnliche Brüche, wie 
der von Euler gefundene, hat. Um diese demselben unendlichen Product 
gleichen Brüche zu erhalten, stelle ich dasselbe auf verschiedene Arten als 
Quotienten zweier anderer dar, welche in den allgemeinen unendlichen Pro- 
ducten (1.) und (2.) enthalten sind. Dies geschieht mittelst der folgenden 
Formeln: 


I. 


A+A+NMATNMALN).- 
1— 9) d— gg) dA— a) A— °P)... 
19) Ag) A) A)... 


Ad+g)A+)A—)A+g)A+T)A—g*)... 
1-9) AA) A) A— a N)A—gT”)... 


d— 9) A— 7) A— a’) A—gY)A— q?) A— 4)... 
d—’Ad— A’) A— a)’ A— N) A— )’A—g°)... 


AD ANAL) A-—)A+g)A— 4°)... 
d— ’’A— )A— a)’ A— a’) A—g'’A—gq"')... 


1— 9’) 1— 9) (1—g'’)1—gq"') 1— g")1—q°)... 
d— g)1— a’) d— q') A—g) A—)A—4°).-- 


d+a)d+)A— a )A+g)A+FP)A—g)... 
da’ Ad) A )A—’PA—gq")... 


d+)A+a)Ad—N)A+g’)A+ gg) A—g°)... 























A-dAI-— PNA) - NA N)A-g N)... 
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Wegen der einfachen Reihenentwicklung, deren die elliplischen unend- 
lichen Producte 

ANAL NA-ENALE MALE N)A-g").- 

. IT =. u 1 tt) — gm) 
zufolge der Formeln (1.) und (2.) oder (3.) und (4.) fähig sind, kann man 
sie gleichsam als Elementarfunctionen betrachten, und andere unendliche Pro- 
ducte aus ihnen zusammenzusetzen suchen. Die vorstehenden Formeln lösen 
die Aufgabe, das von Euler betrachtete unendliche Product 
A+9A+NMANMALgN).- 

durch diese elliptischen unendlichen Producte darzustellen. Man sieht, dafs 
diese Aufgabe mehrere Lösungen hat, indem man das vorgelegte unendliche 
Product durch die Formeln (1.) auf szeben verschiedne Arten als Quotienten 
zweier solcher elliptischen unendlichen Producte findet. 


Die Factoren der elliptischen unendlichen Producte, welche die Zähler 
und Nenner der Formeln (I.) bilden, sind so geordnet, dafs die Exponenten der 
Potenzen von g fortwährend wachsen. Die Vorzeichen dieser Potenzen sind 
in den Nennern immer —, wie in der Formel (1.); in den Zählern dagegen 
entweder ebenfalls alle — oder abwechselnd in zweien Factoren -—- und im 
dritten —, wie in der Formel (2.). Nur der Zähler des vierten Bruchs macht 
eine Ausnahme, indem derselbe aus (1.) oder (2.) durch Annahme specieller 
Werthe für »» und n nicht unmittelbar hervorgeht, sondern aus dem den Wer- 
then m —= 3, n — 4 entsprechenden Product Z7(1—g'*') durch Änderung von y 
in —g erhalten wird. Durch diese Änderung wird die letzte der Gleichungen (9.). 

TA-g) = EAgerr, 

in 

10. ITXA +) (1— g")} un (1) yeid 
verwandelt, oder in 

1. d-gd-NAFNI-NMALP).- 

ne 149-9 - IP LRtH— Ku 
in welcher Reihe nach den beiden ersten positiven Gliedern abwechselnd vzer 
negative und ver positive folgen. 


Wenn man die beiden ersten Factoren der elliptischen unendlichen Pro- 
ducte mit 


d+g°)(1+g°*) 
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bezeichnet, so werden die Werihe von a und 5 oder von m—=a-+tb, n—4b 
für die Zähler und Nenner der Formeln I. durch folgendes Tableau gegeben: 
1. 
Zähler: alai11ai3 m|323363%6 
»)2211416 nlı12 1213 
Nenner: al1 212131 m|13312233 
11200204 nl1100102. 
Die Fälle. in welchen immer zwei Vorzeichen +, das dritte — sind, habe ich 
bei den Zählern von den Fällen, in welchen alle Vorzeichen — sind. durch 


übergesetzte Sternchen unterschieden. Das doppelte Sternchen bezieht sich auf 
den besondern Fall des Zählers des vierten Bruches, wo die Vorzeichen der 
Potenzen von g in den einzelnen Factoren abwechselnd — und — sind. Man 
erhält aus den angegebnen Werthen von a und d die Reihe der Exponenten 
durch ihre ersten Differenzen 5b, a, a, db, a, a etc. 

Bezeichnet man die elliptischen unendlichen Producte durch die allge- 
meinen Ausdrücke ihrer Factoren,. wie in den Formeln (5.) und (6.). so 
erhält man aus I. die folgenden Gleichungen, deren Richtigkeit ganz von selbst 
in die Augen fällt, wenn man nur die eine Hülfsgleichung 

INA— Qir) A— er)! 


41 tn _ _aitN — WU nn 
IT, | q (A q )} vo HIA— +) wo 1 
































benutzt: 
II. 
en Id geit2) 
f- BREI 

mA- 3m UIA—g*) 1 
5 IT\( 1 gt) ke m. 9 

. IHA— i+? Eu 

12 EM, 3 

ur II — Hy’ 1— gr?) ’ r 

— InA+EfH) 4A— RP) 4 

Ita rat) 

u a et RN. > 

km, IIA— 9! \(1- u} R 

E: ITA+P)A+ait?)( (d1— 3) 6 

En IIX een hi 
Hg ger) n 


—- Ir! (1 Pr Pas Fre Pit . 
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Man kann bemerken, dafs alle diese Brüche im Zähler oder Nenner oder 
in beiden einen der fünf in den Formeln (9.) angegebnen particulären Aus- 
drücke enthalten, in welchen von den drei einfachen unendlichen Producten 
von der Form I7(1+g“*?), durch deren Multiplication jedes der elliptischen 
unendlichen Producte (1.) oder (2.) gebildet wird, entweder zwei einander gleich 
sind, oder zwei oder auch alle drei in ein solches einfaches unendliches Produc! 
zusammengezogen werden können. 


Wenn man von diesen Zusammenziehungen keinen Gebrauch macht, 
so kann man die unter dem Zeichen /7 befindlichen allgemeinen Ausdrücke 
der Factoren der ellipiischen unendlichen Producte uus ihren drei ersten 
KFactoren erhalten, indem man in diesen drei Factoren zu den Exponenten 
von q das Product des Index 2 mit dem im dritten Factor befindlichen Expo- 
nenten hinzufügt, wie dies die Vergleichung der Formeln (1.) und (III) vor 
Augen legt. Nur in dem Zähler des vierten Bruchs müssen wegen der be- 
sondern Beschaffenheit desselben die Potenzen von g in den einzelnen Factoren 
noch mit (—1)' multiplieirt werden. Man erhält dann zufolge der angegebenen 
Regel aus den drei ersten Factoren (1--9)(1—g’')(1 --g°) das unendliche Produe!l 

IT/A + HEN A—(-DEIA+-DEN), 
oder wenn man für 2 einmal alle geraden und dann alle ungeraden Zahlen setzt. 
ITfA | A — g"r?)d r)(1—y"*) (1 4 g°'+9) 1— gets) 
— MAMA, 
wie in (II). 

Die Reihenentwicklungen der elliptischen unendlichen Producte der hier 
betrachteten Art erhält man ebenfalls leicht aus ihren beiden ersten Factoren 
A14-g)1-+g”) oder A1—gY)1— 4°). 

Aus den Formeln (3.) und (4.) der Einleitung erhellt nämlich, dafs die Ex- 


ponenten der Potenzen von g in diesen Entwicklungen eine Reihe bilden, 
deren erstes Glied O ist, und deren erste Differenzen 


a, db, 3a, 2b, 5a, 35 etc. 
sind. Zufolge der Formeln (5.) und (6.) wird das allgemeine Glied dieser Ent- 


wicklungen 
"Mika oder (1er, 


und man erhält aus demselben die einzelnen Glieder in der Ordnung, wie die 
Exponenten von g der Gröfse nach auf einander folgen, wenn man dem In- 
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dex 2 nach einander die Werthe 
0, —1, +1, —2, +2, —3 etc. 

beilegt. Die Coöfficienten der Potenzen von 9 vom zweiten Gliede an werden, 
wenn die beiden ersten Factoren des unendlichen Produets (1—g*)(1—g"*?) sind, 
abwechselnd —1, —1 und +1, —1, oder, wenn dieselben (1-4)(1-+g°*°) 
sind, alle —1. Wenn 5=0, werden vom zweiten Gliede an immer zwei 
aufeinander folgende Glieder der Entwicklung einander gleich, und können 
daher in ein Glied, das den Coöfficienten —2 oder --2 erhält, zusammen- 
gezogen werden. 

Es ist im Vorhergehenden immer angenommen, was unbeschadet der 
Allgemeinheit verstattet ist, dafs « und 5 positiv sind. Betrachtet man nämlich 
die allgemeine Form der elliptischen unendlichen Producte (1.) und (2.), 

IT gt) + ter) 1 gie) : 
in welcher zn immer positiv sein mufs, weil sonst die Factoren nicht convergi- 
ren, so kann man darin auch 2 immer positiv annehmen, da das Product ungeän- 
dert bleibt, wenn man n in —n verändert; es wird daher auch 4=?2n positiv. 
Es kann endlich auch n<Zm oder m—n==a positiv angenommen werden. 
Denn setzt man in dem vorstehenden unendlichen Producte 2--2km statt n, 
so erleidet dasselbe keine weitere Veränderung, als dafs es mit einem Factor 


4 gem tim 1 + a Akt 1 + gehn n— ihm 
—m-+n+2km : 1 - Br n+?2kın v.. 1+ Tau des aa 











2 (+ 1 )* gr) 


144 + 
multiplieirt wird. Man kann daher rn immer kleiner als 2m annehmen. Ist 
n kleiner als 2m, aber gröfser als »», so kann man n--ın für n setzen, wo 
‘n. Hierdurch aber verwandeln sich die unendlichen Producte 


n< 
It"), His") 


in 
1 +gq”) II Brehm); (1 +g")" IT erh), 

und daher die elliptischen unendlichen Producte (1.) und (2.) in andere, in 
welchen blofs an —n für n gesetzt ist, abgesehen von einem Factor +g”, mit 
welchem man noch zu multiplieiren hat; die Gröfse m—n ist aber positiv und 
kleiner als »n. Es können daher in allen Fällen die elliptischen unendlichen Pro- 
ducte (1.) und (2.) auf solche zurückgeführt werden, in welchen rn positiv und 
kleiner als a ist. und daher = m —n, b=?n positiv sind. 


Vermittelst der obigen Regeln ist es leicht, die Reihenentwicklungen 
der Zähler und Nenner der Brüche anzugeben, durch welche in den For- 
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N 


meln (1.) das Kulersche unendliche Product ausgedrückt worden ist. Es ge- 
nügt hiezu, die beiden ersten Factoren jedes Zählers und Nenners, oder auch. 
wenn man will, das Tableau der Werthe von # und 5 in (II.) zu betrachten. 
Nur für den Zähler des vierten Bruches, der von etwas abweichender Be- 
schaffenheit ist, und noch die Änderung von y in —g erfordert, hat man sich 
der Formeln (10.) und (11.) zu bedienen. Man erhält hiernach die folgenden 
Ausdrücke des Kulerschen Products, von denen der erste der von Kuler selbst 
gefundene ist: 
IV. 


AA Ni+N)ite)... 


/\ | 


I’ tg" +" "—... I(A)igpiHi 





















































- Ag - rt’. : BSTEE TIP TEE nn 1. 
= tt’ ++ "++... } Sprit , 
ass 1 Pt" +4" —... BE 1) gPüt “  . 
Aa t _ _ENigyein | 
492g +2 — 2 +20" —... Ss 1)ig“ Ze; 
Amer te ZEHN Nr 
= Tree. Tagan * 
r 11 — tg + q°— SH Re 2-4 de. ide . 

ER a Tel Go 25 5 inne Mhz Pas or =.) as .. 

br 5. ia m De a 6 
1— 2424? — 29" +20"... Emm, > —A pi ir 
RTRIETTL. Bu»). Ta Zw. Mfkase. Mike u Mike ARSTER > 7 
„5 IRETERLTI. UI Teer bye 1777 77 


Euler benutzt am angeführten Orte die von ihm gegebne Formel 


Ta ax 3\ I +" +0" —... 
1, 5... u... Je,» nor ac / I A 7 
Arpdrning FRyease Wr Fu rue 


A A 1 ws 
— 1-04 +C + GG +G,d +... 








um für die Coefficienten CE, ein recurrirendes Gesetz zu erhalten. Solcher 
recurrirender Gesetze für die Gröfsen C; findet man durch die Formeln (IV.) 
sieben verschiedne. Das bequemste gewährt der vorletzte der Brüche (IV.). 
Derselbe giebt den Satz: 
Wenn €; die Anzahl der Zerlegungen einer Zahl 2 in beliebige ungleiche 
Zahlen oder in gleiche und ungleiche ungerade Zahlen bedeutet, so wird 


C; am 2 IC; - C_» + C_5 Fr \ BAER L ie vn N, . 


Crelle’s Journal f. d.M. Bd. XXXVll. Heft 1. 10 
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wo man, wenn 2 die Form 4{3nn+n} hat, rechts vom Gleichheitszeichen 
noch +1 hinzufügen mufs. 


Nach der Kulerschen Recursionsformel wird jeder Coöfficient C, durch un- 


) * 


8: 
gefähr | > „ nach der vorstehenden Recursionsformel durch ungefähr Vz vor- 


hergehende Coöfficienten gefunden, so dafs man nach der letztern jeden 
Coäfficienten aus ungefähr Y8 mal oder nur aus beinahe dreimal so wenigen 
vorhergehenden durch Addition und Subtractiion zusammenzusetzen hat. 


Wenn man die beiden ersten oder den ersten und dritten von den sieben 
Brüchen (IV.) mit einander multiplieirt, so erhält man zwei Brüche ähnlicher 
Art auch für das Quadrat des Eulerschen Productes: 


























V. 
AdHNA+NA+N)A+N).Y = AIA1-+gt} 
d+M)A+)A—g')(i+gq°)... er II +21) 1 gt)! 
(d—)A— a’) 1 —g’) A—Y')... HIA— gt) 
d— P)A—)A—a’) A—H)... __ IA— qiit?) 
dd P)A—P’A—TN)... IA PAPA PR) 
Ike tg th. zit 
\ 19 ++ —.-- ByaRE TPIcr ae) 
u am Miumen. Eu u. Mile a6: Mike 2 SA) pri 
1— 249 +24’ — 2’ +29" —... ‚S. (—1)ig“ 


Wenn man die dre: ersten von den Brüchen (IV.) mit einander mul- 
tiplieirt, erhält man einen ähnlichen Bruch auch noch für den Cubus desselben 
Productes. Man kann aber für diesen Cubus auch eine Darstellung durch einen 
Bruch anderer Art finden, dessen Zähler und Nenner zwar ebenfalls unendliche 
Reihen sind, in denen die Exponenten von g eine arithmetische Reihe zweiter 
Ordnung bilden, die Coöffieienten aber nicht mehr der positiven oder negativen 
Einheit gleich, sondern, abgesehen vom Zeichen, die Glieder einer arithme- 
iischen Reihe der ersten Ordnung sind. Man erhält diese Darstellung mit Hülfe 
der in den Fund. pag. 155 (5.) gegebenen Formel, 


A- NA NA NA—g)...r 
—— 1-39 +5 7 +9" —... u (41), 


und der daraus durch Verwandlung von g in g’ abgeleiteten. Hiernach wer- 
den die beiden Ausdrücke für den Cudus des Eulerschen Productes: 
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VI. 
AA NMA-NAtgN.. = TA+g) 
Ad+)A+)A—a)A+g).. __ INAa+g?it) Aula ma. 
dA A ’d—g).. AU — ta — PL 
B m Kira 2 en ER. ar ui) 
d-NA—)A—g) (lg) II1—g'*})' 
i+ate’ +40" +. __ pH 
1—2g9+24°—2g’+29%.. 02 Ni 
_ Ir —.. Er 
Br 1—34 +5’ —Tg’ +9" —.. vr: (dit A)geiti 


Wenn man in dieser und den vorhergehenden Formeln die Zähler und Nenner 
mit einander vertauscht, so erhält man die Ausdrücke für das unendliche Product 
d—-ydA—)A—N)A—g)..; 

so wie für sein Quadrat und seinen Cubus. 

Ich will jetzt das unendliche Product, durch welches Fund. S. 83 die 4te 

Wurzel des Complements des Moduls der elliptischen Functionen ausgedrückt wird. 
Ad—-PA—-A-NI—N).. _ Ip 
dFDU+FNIFNEHN. 

als Quotienten zweier elliplischen unendlichen Producte von der hier betrach- 

teten Art darstellen. Es kann auch dies auf mehrere Arten geschehe 

aus den folgenden leicht zu beweisenden Formeln erhellt: 





n. wie 
































vi. 

d—yA—d—g).. __ MA) 

d+M)A+g)A+gN).. — Hd+git) 
_ dee _ HIA— +) 
ABA): IA ER 
if Tee )id—q*).. eu IIA— ir) 1 get) 6 
dr Ad). Id + Hyatt) 7077 
am d—q)° 5 )d—y’ er a IA — 21)’ 1— 'r2)) 3 
— d-P)PA—gN)A—g°)°.. Id —- Papa 
BE d— ’)’d— gg’) d—gq°)’.. u IRA— +3)? (1 Hit) 4 
— Ad+N’A—g?’) A+g°)*.. TMaAtpgpA-gr, 


Die Zähler und Nenner der vorstehenden vier Brüche, durch welche das vor- 
gelegte unendliche Product ausgedrückt werden kann, gehören sämmtlich zu 
den elliptischen unendlichen Producten, welche in den Formeln (9.) entwickelt 
sind, aufser dem Nenner des ersten, der noch die Verwandlung von g in —y 
erfordert. und in der Formel (10.) oder (11.) entwickelt ist. Substituirt man 


10 * 
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diese Reihenentwicklungen, die man auch mittelst der oben gegebnen Regeln 
aus den beiden ersten Factoren der unendlichen Producte ableiten kann. so 
erhält man die folgenden Formeln: 


























v1. 
KM ter er 
ın — 4 +q = T-P—1—g"”+.. Pr &(—I)CHD AGr+D . . ö . 
a an Br an 2:2 2 
I+y+m’+0'+ 1+-- gt re 9,9 

4-24 +21’ 2’ +20"—.. __ (1) 3 
A222” Hr". 1): pe en 

br 1-22? +29’—29°’+29°-.. yi (1) 4 

2 1+29+294'+24’+294"+.- Aug Lg“ A " 


Die beiden letzten Brüche können aus einander durch die Betrachtung abge- 
leitet werden. dafs das vorgelegte Product, wenn man y in —g verändert, 
den reciproken Werth annimmt. Wenn man diese beiden Brüche mit einander 
multiplieirt. so heben der Nenner des ersten und der Zähler des zweiten ein- 
ander auf, und man En für das Quadrat des vorgelegten Products oder 
für y%A’ den in den Fund. S. 154 angegebnen Ausdruck. 
Die 4te Wurzel 0 Moduls selbst wird zufolge Fund. S. 89 (7.). 
%, s (Ag?) Sum el U 5 
ee Dir wear een aan 
un. a ‚d—q’)A-+gq°)... 
— 1) de) ; YA)... 
Wenn man wieder das in /2.y N ass unendliche Produet durch einen 








— \2- q, 


Bruch auszudrücken sucht, dessen Zähler und Nenner zu den elliptischen un- 
endlichen Producten (1.) oder (2.) oder den daraus durch Verwandlung von g in 
— abgeleiteten gehören, so kann dies durch die folgenden ver Formeln geschehn: 
































IX. 

ich Fd+gN).. _ AU+E®) 

d+9t+Ni+).. A429) 
dA) IA +) f 
 d+-9)d-g)Ad+g’).. ID +) A gr) 5 
A+)A+NA—g).. _ AALEA- FH ) 
dHF9AU+HN)A—N. HUHN 
AU g)A- g). .. IIA—giit)) A1—gHt9)) 3 
1-1. Ad ah 
_ ddr NdogN.. _ HA N)A-EH) 1 


u; \ 


d+9’d-g). 0 Ida) 
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Hieraus ergeben sich mit Hülfe der Formeln (9 — 11.) die folgenden vier 


4 
Ausdrücke von yk: 


























X. 

. , Ag g’+tg°H.. _ Y2.ygElN)i irre 

an Sale ILL r q / 

“ zs * 9 1+94—-— !"— (’—.. S(—1)HtHl) GO) dl. 
u ve An 2 ra” 2 

i+g+tg’+g’+.- a 
pr / s, 1—g—g’+g’+.. en y2.yg EA gerri 
Zu ge m 7 7 = ng = =. jump. 
_ ya Arster re Re 4 
} ‚9 14+24+2g0'+.. Ba BE . . ‚ 


Wenn man den zweiten und vierten Bruch mit einander multiplieirt, so hebt 
sich der Nenner des zweiten mit dem Zähler des vierten, und man erhält die 
Fund. S. 184 für yk gegebne Formel. Man sieht, dafs die für /k und die für k 
gefundnen vier Brüche respective dieselben Nenner haben, was in den An- 
wendungen dieser Formeln von Wichtigkeit ist. 


Von besonderm Interesse sind in diesen Formeln diejenigen Brüche, in 
weichen der Zähler aus dem Nenner, wie in IV. (1.), X. (2.), oder der Nenner 
aus dem Zähler, wie in VII. (3.), durch Verwandlung von g in g° erhalten wird. 
Wenn man nämlich in solchem Bruche wiederholt 4° für g substituirt, und die 
dadurch erhaltenen Resultate mit einander multiplieirt, so giebt die unendliche 
Multiplication den Zähler oder Nenner des Bruchs. Zugleich wird durch dieses 


Wenn daher, wie in den 





Verfahren aus jedem Factor 1-4“ ein Factor ar 
angeführten Fällen, diese Brüche unendlichen Producten gleich sind. welche aus 
Factoren (1-+-9°)*“ gebildet werden können, so kann man aus denselben so- 
gleich auch diejenigen unendlichen Producte ableiten, welchen die Zähler und 
die Nenner der Brüche für sich besonders gleich werden. Diese Methode ist in 
der Theorie der elliptischen Functionen von grofser Wichtigkeit, indem sie dazu 
dient, aus den leichter zu findenden Formeln für den Modul die Factoren- und 


Reihenentwicklung des ganzen elliptischen Integrals abzuleiten. 


Die im Vorhergehenden aufgestellten Formeln geben eine Gleichung zwi- 
schen je zwei Brüchen, durch welche man dasselbe unendliche Product aus- 
gedrückt hat. Aus jeder dieser Gleichungen geht durch Multiplieiren über Kreuz 
eine andere zwischen zwei Producten hervor, von denen jedes durch Multiplica- 
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tion zweier elliplischer unendlicher Producte oder elliptischer unendlicher Reihen 
gebildet wird, welche aus (1.) oder (2.) für specielle Werthe von m und n 
erhalten werden. Solcher Gleichungen wird es überhaupt so viele geben, als 
es unendliche Producte giebt, die man auf verschiedne Art in zwei elliptische 
unendliche Producte von der Form der unendlichen Producte (1.) oder (2.) 
zerfällen kann. Man wird 21 Gleichungen dieser Art aus (IV.), zwei neue 
aus (VIII) und zwe2 andere aus (X.), ferner eine Gleichung aus (VI.) er- 
halten. Die übrigen Gleichungen, welche man noch aus (VIII.), (X.) und (V.) 
ableiten kann, sind in diesen enthalten. 
Die Producte von der Form 


+ er er 
welche sich auf jeder Seite des Gleichheitszeichens der auf die angegebene Art 
erhaltenen Gleichungen befinden, können durch Doppelsummen von der Form 


E+ "ich 


dargestellt werden, in welchen jedem der Indices 2 und A die Werthe O, +1, 
+2, +3, etc. zukommen. In den hier und weiter unten betrachteten Doppel- 
summen dieser Art sind 2m und 2n und eben so 2m’ und 2n’ ganze positive 
Zahlen. und zwar gleichzeitig gerade oder ungerade. Das Zeichen + erhält 
in den verschiedenen Fällen Werthe von der Form 
(—1)', (—1)'*, (1,49, (— 1) +D+%, 

Nur in der einen Gleichung, welche aus den Brüchen X. (2. 4.) entspringt, 
haben alle Glieder in beiden Doppelsummen das Vorzeichen +; in diesem Falle 
werden die eönzelnen Glieder der Doppelsummen identisch, wodurch die Gleichung 
einen ganz elementaren Character erhält. In allen übrigen sind die quadratischen 
Formen, in denen die Exponenten der beiden einander gleichen Doppelsummen 
enthalten sind, nicht äquivalent, so dafs nicht jede in der einen enthaltene Zahl 
nothwendig auch in der andern enthalten ist. Es müssen daher die Vorzeichen 
der Glieder in beiden Doppelsummen abwechselnd positiv und negativ sein, damit 
sich in jeder derselben alle Glieder, deren Exponenten nicht in beiden quadrati- 
schen Formen zugleich enthalten sind, gegenseitig zerstören können. 

Zu den auf die angegebne Art aus den obigen Formeln abgeleiteten 
Gleichungen können noch dre? andere etwas mehr verborgene hinzugefügt wer- 
den, zu welchen man durch folgende Betrachtungen gelangt. 

Aus der Formel (5.) der Einleitung folgt für m —=3, n—=}3 und für 


n=3.,N=}. 
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IRA— N) A— gt) 1 gt) a ZI) ge H3i), 
ITA-FA- FAN = EN, 
Die Multiplication dieser beiden Formeln ergiebt, wenn man die letzte der 
Gleichungen (9.) benutzt, 


12. IIA—g)A— gr) 


| 


\i+k 7305i?+5%2+3i+k) 
=(—1) g’ l I 
z(—1)'t giei+ısk 2-+i+5% ) 


| 


Es ist ferner 
ITA1— gt) — PP} 

— IT1— gt") 1— Fr)d A) h IT — gr) u g°i+°) (i u yN we 
— Ir ww; gr) (1— g*°) (1 Lo a} .ITiA + Ta 1 | n= gr) ad ger F 
und daher, wenn man nach einander in (5.) m—4, n—3; m—4, n— 1: 

n—=?2, n—1, und in (6.) m—=8, n—4 setzt: 


13. II — dr) (1— Ta zum z(—1)'* ale 
> 0 Di 


| 


Ferner ist 
IT! Ir: g’ +) (1 >> vr) — ya 
m I/1— gt) d e gr) (1 Pu Al) IT{1— gr) 1— gr) (1— gr@)) 
P IT 1— +) 1— ) (1 1234 get) \ IT +0) - re a, 
und daher, wenn man nach einander in (5.) m—6, n—5; m—6, n—1: 
n—3,n—2, und in (6.) m=12, n— 6 setzt, 
14. ITIA —_ +) € B: ge+>)(1 = gute?) z(—1)'+Kgei°+6R +57-+K 


El u 1 y gi +12k?-+2:4 Ök 


| 


| 


Diese drei Formeln sind auf analoge Art gebildet, und entsprechen respective den 
Zahlen 5, 8, 12. Es scheint nicht, dafs es noch mehrere ähnlich gebildete giebt. 


Die hier betrachteten Doppelsummen 
24 ae alte 


werden durch das Gesetz der Vorzeichen ihrer Glieder und durch die quadra- 
tischen Formen definirt, in welchen die Exponenten derselben enthalten sind. Der 
Character dieser Formen, in welchen 2m und 2m’ ganze positive Zahlen sind, 
wird hauptsächlich von dem Producte Amm’ abhängen, welches man von 
einem quadratischen Factor, wenn es solchen hat, befreit. Ich will daher die 
Gleichungen, welche man zwischen zwei Doppelsummen der angegebnen Art 
findet, nach den Werthen, welche die von ihren quadratischen Factoren be- 











0 8.0.6. J. Jacobi, uber Reihen, deren Exponenten zwei quadr. Formen haben. 


[reiten Zahlen d4mm’ in der einen und der andern Doppelsumme annehmen. 
in verschiedne Classen theilen. Es soll hiebei mit 

(u, v) 
die Classe bezeichnet werden, welche alle diejenigen Gleichungen umfalst. in 
denen der Werth von Amm’ für die eine Doppelsumme ı:, für die andere » ist. 
oder sich von diesen Zahlen nur durch einen quadratischen Factor unterscheidet. 

Unter den zwischen Doppelsummen der angegebnen Art gefundenen 
Gleichungen können diejenigen als von mehr elementarer Natur angesehen wer- 
den. in welchen «—=rv, oder in welchen Arm’ für die beiden einander gleichen 
Doppelsummen entweder denselben Werth oder zwei nur durch einen quadra- 
tischen Factor unterschiedene annimmt. Von dieser Art Gleichungen enthält 
die hier unten folgende Formelntabelle drei Classen (1, 1), (2,2), (3. 3). 
Eine zu einer Classe (6, 6) gehörige Gleichung geht aus den im Vorherge- 
henden gefundnen Formeln nicht hervor. Die Gleichungen dieser drei Classen 
lassen sich alle unmittelbar beweisen, d. h. ohne dafs hiezu ein besonderer 
Satz der Analysis oder Arithmetik zu Hülfe genommen zu werden braucht. 
Wenn solche unmittelbare Verification keine neuen merkwürdigen Resultate giebt, 
so gewährt sie das Mittel, zu Resultaten, welche auf einem sogenannten in- 
directen Wege, wie hier durch die Zerfällung der unendlichen Reihen in un- 
endliche Producte, in einem allgemeinern Zusammenhange gefunden sind, auf 
einem elementaren und directen Wege zu gelangen. Man bewerkstelligt solche 
Verification durch eine Art von Synthesis, durch welche die auf indirectem Wege 
sefundnen Resultate auf reine Identitäten zurückgeführt werden. Diese Syn- 
thesis ist in allen Fällen, in welchen sie möglich ist, von Interesse. Die 
vefundnen Identitäten geben nämlich entweder verborgne Eigenschaften der 
Gröfsen. die oft einem heterogenen Gebiet angehören, oder, wenn sie evident 
sind. einfache und direete Beweise und bisweilen neue Methoden. Übrigens 
sind gerade diese elementareren Gleichungen, welche den Classen (u, u) an- 
oehören, wichtiger Verallgemeinerungen fähig. 

Die Classen, in denen « und » von einander verschieden sind, oder 
in denen die Werthe, die 42m’ für die beiden einander gleichen Doppel- 
summen annimmt, weder die nämlichen sind. noch sich blofs durch einen qua- 
dratischen Factor unterscheiden, sind auf den Fall bezüglich, wenn die Ent- 
wicklung der unendlichen Producte nur solche Glieder giebt, deren Exponenten 
in zwei wesentlich verschiedenen quadratischen Formen zugleich enthalten sind. 
Man findet aus den obigen Formeln sechs Classen dieser Art, welche den Com- 
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binationen je zweier von den Zahlen 1, 2, 3, 6 entsprechen, und aufserdem 
noch eine Classe, welche der Combination der Zahlen 1 und 5 entspricht, aber 
nur erne Gleichung enthält. Die hier folgende Formelntabelle wird daher zehn 
Classen Gleichungen enthalten, deren Character durch die Symbole 

1,1), &, 29), 839, (4,2), (1,3). 

1,6), 2,9, @, 6), @, 6), (1,5) 
bezeichnet wird. Bei jeder Formel habe ich die Gleichung angemerkt. aus 
der sie erhalten worden ist. 





|In den unendlichen Producten sind dem Index i die Werthe 0, 1, 2,3 ete., 
in den Doppelsummen den Indices i und k die Werthe 0, +1, +2, +3 ete. bei- 
zulegen.| 


A. 1,1). 
1. ITA 4 Gy (dl— get? 
a u NN en X.2.4 


2, I1— EA IA) 
a1) per ee z(— 1)’ geütrkHith ei IV. 1. 6. 
g, ITA— FA FH)A— ry 


\ 


PIE zZ 1) pair BEN =(—1) NER EEE IV. 1.7 
4, ITA— "(1 g**)}} 

= A-RB FEN PH 222222... VI. 3. 4. 
5, IT1— gr?) 1— Fr 

= Zee — HAHN une B. D 
6. ITA— gt) (1— gy+t°y} 

nen z(—1) tt grekaHirl BE z(—1) we ER BEN 13 
7. IT{(A ee ar) (1—g"*°) (1 Zu grey 

di x TEE ine Ps DI le EEE in 6 14. 
8, IT\A vr. a (1 Es grrr)e 

— ZA N) HER ANA... v1. 





*) Die Formel (A. 5.) ergiebt sich aus der Combination der Formeln (B.) und (D.) 
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B. (2, 2). 
1. IT\(A Ei "u (1— er 
Be z(— 1) gEPU+ORKHIr 2 a Z(— 1 ger?kkHt NEE IV. 2 
2, IT/(A ch er) (1— rer 
PR z(—1)" ee ne Z(—1)" ra Ti t IV. 
C. (3, 3). 
IT ER er) 
. ZA Suche zZ — 1) gEeHTeRHrN 
—e BLEEEEEERREEN, it. wohrenunsanie IV. 
D. (1, 2). 
1. nn 1 = yr)dl— gr) 
Bun >) une RE Zz(—1)HErD+R ei 6kk+1+?2k) 
eh DE}; 9 24.201 SEEN vIN. 2. 4. IV. 2.4. X. 
2, TI (1— gerr)dd 29 .), 
— >) ee ch zZ 1ytt areiktir a 
u DAHER eis, IV.2.5. X. 
3, IT A— y+H)A— 077 
= EA ER RTÄRN vn. 
E. (1, 3). 
1. TIdi—g*) 
» ZU EEE FR a1) yrkt IV. 
2. Ti1—g'*) 
—— ZA 1 HERR u 2(— Tram ah ah IV. 
F. (1, 6). 
1. IH Te u a; (1 2 gr 
2 Z(— 1) FErD+E NORHEHHN udn (1) ERRH BE  ; 
2, TA1— gr) 1— )A— g“ Ha2) 
Zn. Z(—1)tr e#rBkkrirah) ae Zr gar IV. 


2. 

















3. 
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G. (2, 3). 
TA NA- AHA HALEA- PA) 
— Z(—1jHErDHR got IV. 4.6 
TA HAHN) A- A EU vn 
— Z(—1)HerDHK gar — gr... IV. 4.7 
ITA— FA A) A N) AR) 
— ZI )irR great — gie A 1 IV. 5.6 
TA FA FA FA FH) A A)! 
— Kr IV. 5.7 
H. (2, 6). 
TA—- F)A- FA IA gr) 
— 1) — DD re IV. 3.6 
TA YA FA FA HA FAN 
EEE u DEE ne. IV. 3.7 
TA+HFHA- FIA- HAHN) A- YA) 
tat re. te N IV.2. 6 
TA FIAHENA-FHA-F AN 
u BA RRN EEEREN re enc. IV. 2.7 
I. (3, 6). 
MA— H)A— RA") 
— Z(— 1) gkeHHkrn) — I(— 1 jHÜHD+R AGHr2kkr) VIIL1.3; 1.4; IV.3.4. 
DA A- FAN) 
— ZI) Hera ze. X,1.4; IV.3.5. 
TA )A— gg) 
dd nn Se 1 et ei EB 
K. (1, 5). 
TA FA FA FRA A) 
= Kira u u ee... 12. 
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Anmerkung. Die dre Formeln A. (2), A. (4), A. (5) sind parti- 
culäre Fälle einer «allgemeinern Formel. Man hat nämlich, wie sich auf den 
ersten Anblick ergiebt, die folgende Gleichung, 

II + IH) TTIA- geritten), 
u TG — ge ' be) 1 — ger itrmd m ( 1 — eritem)) j IT\(A — gran)? (1 — re) f 
woraus sich vermöge der Formeln (5.) und (6.) der Einleitung die folgende 
(Gleichung zwischen zwei Doppelsummen ergiebt, 

15. SA) gr@® +4) ur (1) gra@d+d Hair, 


km 


Die drei Formeln A. (2), A. (4), A.(5) werden hieraus erhalten, wenn man 
respeclive a —= 3, n—=1; m=1, n=0; m—=2,n=1 setzt. 





Ich will noch einiges über die Art bemerken, wie in der vorstehenden 
Formentabelle die unendlichen Producte ausgedrückt worden sind. Diese unend- 
lichen Producte können nämlich auf mannichfache Art dargestellt werden, wie 
alle. welche durch Multiplication einfacher unendlicher Producte von der Form 
71 +g“") oder ihrer Potenzen gebildet werden. Man bewerkstelligt ihre 
Transformationen, indem man die einfachen unendlichen Producte //(1 +4“), 
welche ihre Factoren bilden, in mehrere ähnliche unendliche Producte zerfällt. 
Dies geschieht mittelst der Formel 

16. TA ++?) En TA + gP**+P) IA a ITA er) Be 
wi 1 + yPe+P=De+P), 
in welcher » eine beliebige posilive ganze Zahl bedeuten kann, und immer das 
obere oder immer das untere Zeichen zu nehmen ist. Mehrere von den unendlichen 
Producten. welche aus solchen Zerfällungen von von einander verschiedenen 
unendlichen Producten //(1 +?), II 1 et, etc. hervorgehen, kann man 
dann bisweilen wieder umgekehrt miltelst derselben Formel in ein einziges ein- 
faches unendliches Product zusammenziehen. Wenn aus den vorgenommnen 
Zerfällungen zwei Factoren Z7(1-- 4“*?), /7(1—g°“*P) entstehen, wird man die- 
selben ebenfalls in ein einziges einfaches unendliches Product ITI1— 4°“ +?) zZU- 
sammenziehen können. Endlich wird man das Product /7(1+4"**) I 1— +‘), 
welches der Einheit gleich ist, so oft dasselbe nach den geschehnen Zerfällungen 
angetroffen wird, fortwerfen können. Durch diese Verfahrungsarten kann man 
demselben Ausdruck unendlich viele Formen geben, und es werden bisweilen selbst 


die einfachsten Formen. welche derselbe annehmen kann, noch so verschieden 
unter einander sein können, dafs ihre Identität nicht sogleich in die Augen springt. 
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Unter den verschiednen Formen, welche die hier betrachteten unendlichen 
Producte durch die im Vorigen angedeuteten Zerfällungen und Zuzammenziehungen 
erhalten, kann man einige als Normalformen ansehen. Es soll ein Ausdruck 

Ti AaEH Ar“. 
eine Normalform haben, wenn die unendlichen Producte II1+y“. 
IT1+g““*""), etc. keine gemeinschaftlichen Factoren oder nicht solche Facto- 
ren haben, die sich nur durch die Vorzeichen der gleichnamigen Potenzen 
von g unterscheiden. Es werden daher die arithmetischen Reihen, welche 
die Exponenten «2-9, «'?--', etc. bilden, wenn man der Gröfse die Werthe 
0, 1. 2, 3, etc. in inf. giebt, lauter von einander verschiedene Zahlen ent- 
halten müssen. Hiezu ist erforderlich, dafs keine zwei von den Zahlen «. 
a’, a", ete. relative Primzahlen sind, und, wenn f den gröfsten gemein- 
schaftlichen Theiler zweier Zahlen « und «' bedeutet, die entsprechenden 
Zahlen 3 und P', durch f dividirt, nicht denselben Best lassen. 

Wenn mehrere von den einfachen unendlichen Producten, deren Potenzen, 
mit einander multiplicirt, eine Normalform bilden, in dieselbe Potenz erhoben sind, 
und es möglich ist, dieselben mittelst der obigen Formel (16.) in ein einziges 
einfaches unendliches Product zusammenzuziehen, so wird durch diese Zusam- 
menziehung die Normalform nicht aufhören eine solche zu sein, zugleich abeı 
eine einfachere Gestalt gewinnen. Wenn keine solche Zusammenziehung einer 
Normalform mehr Statt finden kann, wird man sagen, dafs sie einen einfach- 
sten Ausdruck hat. In solchen eenfachsten Normalforınen sind die in der 
Formelntabelle enthalinen unendlichen Producte dargestellt worden. Es kann 
aber bisweilen mehrere einfachste Normalformen desselben unendlichen Pro- 
ductes geben, und es wird vorkommen können, dafs zwei einfachste Normal- 
formen auch dieselbe Anzahl Factoren von der Form //(1+g“')' haben. So 
wird z. B. das unendliche Product 

IT1— et (i— y"' 1) A — Ken) 
welches bereits eine Normalform hat, in die beiden verschiednen Formen 
IT\i1— gg" )1— Ag" Frl. IT i—g"' Va— gr) a g“ | 
zusammengezogen werden können, von denen jede eine einfachste Normalform 
ist, und aus derselben Anzahl einfacher unendlicher Producte gebildet wird. 
Es ist jedoch zu bemerken, dafs die unendlichen Producte der Formelntabelle 
alle nur die eine dort angegebne einfachste Normalform haben. 
Schätzt man die Einfachheit der Formen desselben unendlichen Pro- 


ducts nach der Anzahl der Factoren TA+g?y, welche in einander multi- 
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plieirt werden, so werden die einfachsten Normalformen gewöhnlich nicht die 
an sich einfachsten Formen sein, welche das unendliche Product überhaupt 
annehmen kann. Solcher an sich einfachster Formen wird es für dasselbe un- 
endliche Product in der Regel mehrere geben. Um eine an sich einfachste Form, 
welche keine Normalform ist, in eine Normalform zu verwandeln, sind Zer- 
fällungen nöthig, durch welche die Anzahl der Factoren Z7(1 + g°*?)" gewöhnlich 
sehr vermehrt wird. Es treten zwar auch anderseits wieder Vereinfachungen 
dadurch ein, dals die durch die Zerfällungen ermittelten gleichen Factoren eine 
Potenz bilden; ferner wenn je zwei 1-+-4°'+?, 1— g“*? in den einen 1— g’ +? 
vereinigt und Producte Z7(1 ++“) IT(1— g°“**) fortgeworfen werden können: 
endlich, wenn man mittelst der oben aufgestellten Formel mehrere Factoren 
IT(1 +g“*®), in denen der Exponent r derselbe ist, in einen einzigen zu- 
sammenziehen kann. Aber die Anzahl der Factoren /7(1 tag) pflegt hiedurch 
nicht so verringert zu werden, dafs dadurch ihre durch die erforderten Zerfäl- 
lungen entstandene Vermehrung aufgewogen würde. Dessenungeachtet habe ich 
den unendlichen Producten der Formelntabelle die Normalform gegeben, weil 
sich aus derselben durch die blofse Substitution der Werthe von 2 die wirkliche 
Darstellung der unendlichen Producte in der Form 
Aty’Aarg"AEg)".., 
in welcher die Exponenten a, «', a”, etc. lauter verschiedene Werthe haben, 
ohne weitere Reductionen ergiebt. Ich habe es nicht für nöthig gehalten, die hiezu 
erforderlichen Transformationen näher auseinanderzusetzen, da sich dieselben in 
den einzelnen Fällen leicht ergeben. Es wird genügen, das Verfahren an einem 
Beispiel zu erläutern, wozu ich das unendliche Product H. (3) wählen will. 
Die beiden Doppelsummen, welche in der Formel H. (3) einander gleich 
werden, wurden durch die Reihenentwicklung der vier elliptischen unendlichen 
Producte 
TA HAMA, MAP), 
IT\A 1 Die Bar Hl, Ita — (PA)! 
vefunden, von denen das Product der beiden ersten gleich dem Product der 
beiden letzten ist. Um von diesen beiden einander gleichen Ausdrücken 
aA AA, 
AHA) gry an er) 


den ersten auf eine Normalform zu bringen, zerfällt man mittelst der Formel (16.) 


jeden seiner drei ersten unter dem Zeichen /7 enthaltnen Factoren in zwe, den 
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vierten in dre? Factoren. Hierdurch erhält man 


H (1 2 get) - a | - yer)di 4 +) 1— 4) (1 er Fr 
1) rt) gt) (’ 
oder, wenn man die Gleichungen 


(1 grrycdl MOB. gr) == 1— er (di -: gt) vn +) BEER (1 w gi+9) 
substituirt, 


TAN A- HAHN) A) A—grN) ( 1-92}, 
welches die dem unendlichen Producte in der Formel H. (3) gegebne Normal- 
form ist. Das andere unendliche Product entsteht durch Multiplication der 


beiden unendlichen Producte 

IA+ Ag), INA) N}, 
welche ursprüngfich keinen Factor mit einander gemeinschaftlich haben, und 
daher für sich besonders transformirt werden können. Es ist 


AHA = AHA ALEH) AR) 
Ba IT{A1-+- gr) Fr) A— FRA HH, 

IT\1— Hr) gt) BEER IT/A — HAN) AI— gg 221 _yt 1, 
In dieser transformirten Form erhalten die beiden unendlichen Producte den 
Factor /7(1—g"*°) gemeinschaftlich; ihr Product wird daher den Factor 
IT(1— g"”*°) haben, welcher sich mit dem Factor 77(1— g4'"*")* in den einen 
IT(1— g“*°)° vereinigen läfst. Nach dieser Reduction giebt die Multiplication 
der beiden vorstehenden unendlichen Producte wieder die obige Normalform. 
Diese Normalform hat unter dem Zeichen /7T sechs Factoren von der Form 
(1+g°“*Py, während die beiden ursprünglich gegebnen unendlichen Producte, 


welche an sich einfachste sind, nur vzer dergleichen enthielten. Andere ein- 
fachste Formen desselben unendlichen Products sind 


IT{1-+ gr) d1— gr?) 1%) (1— gr 
u IT{A-+ y’*') (1 Dr RP) 1 el ryda din a} 
BR (1+ g*) 1— a 1 De gr)d ER )} 
inf ITA+) Ag") (d— gr)d— gr). 
Verwandelt man g in —g, so wird die einfachste Normalform ein unendliches 
Product, das ebenfalls nur vier Factoren der angegebnen Art enthält. 


II$a Fr gt) (1 in a 1 PrNG gt®) (1 u tm, 
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Ähnliche Vereinfachungen erhalten durch die Änderung von y in —g mehrere 
in der Formelntabelle enthaltne unendliche Producte. 


Wenn man in einer gegebnen Normalform 
IT + g Pr + te + RT e N 


die Werthe von 2 substituirt, mufs man die einzelnen Factoren (1+9g°) noch 
so ordnen, dafs die Exponenten @ der Gröfse nach auf einander folgen. Um 
eine Normalform zu erhalten, in welcher diese Ordnung schon in dem allge- 
meinen Ausdruck selbst befolgt ist, so dafs es blofs der Substitution der Werthe 
von ? bedarf, mufs man dem unendlichen Producte die Form 


IT + Br ee + Fa Ne .} 


geben. in welcher der Co&fficient von 2 in allen unter dem Zeichen /7 ent- 
haltenen Facioren derselbe ist, und die Zahlen P, P', P”, etc. der Gröfse 
nach geordnet sind. Für den Coefficienten von 2 oder N kann man die kleinste 
Zahl nehmen, welche durch alle Zahlen «, «', «”, etc. theilbar ist. Man erhält 





dann die gesuchte Form, indem man jeden der einzelnen Factoren der ge- 
gebnen Normalform, 
TAixg, Mizg“), IMiagt?"), etc. 


nd . N N N 
mittelst der oben gegebnen Formel (16.) respective in —, 7? gi, ele. ähn- 
& 





liche unendliche Producte zerfällt. Es wird daher die Anzahl aller gleichen 








oder verschiedenen Factoren /Z(1+4g”'*”) durch die Formel 
ur ur ar ) 
v = Ni—-+t— 4 —- etc. 
(g ıK a! ar. I 


ausgedrückt. Durch diesen Coöfficienten N des Index © und die Anzahl » der 
einfachen unendlichen Producte //(1+g”'*”), welche die gleichen oder ver- 
schiednen Factoren des unendlichen Products bilden, wird der allgemeine Character 
desselben am besten bestimmt. Für das obige Beispiel war die Normalform , 


II (1 + g“ + E (1 al 4) 1 PN ek + et) € Bi gt g7i+s)} 
die characteristische Form wird 
1 .- gei+t) € ıw gR) (1 we gt) 1 = er 1 _. A 
’ 


j .(1 +" NA vi  Aahiatee, (1 a; g+9)(1 + gr) —g Ar) 


und man erhält aus ihr alle Factoren (1 +9g“)" in der Ordnung, wie die Zahlen 
a aufeinander folgen, wenn man für © nach einander O0, 1, 2, etc. setzt. 
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Unter den verschiednen characteristischen Formen desselben unendlichen 
Productes ist diejenige die einfachste, in welcher der Coöfficient N den mög- 
lichst kleinsten Werth hat. Man erkennt dies leicht auf folgende Art. Es sei 
die gegebne characteristische Form 


gs 


TAN) ALARM). 
‚ITiA EHEN) IHR“) Ru 


[2 .s 


wo, wie man immer vorausseizen kann, in den Factoren jeder Horizontalreihe das 
Vorzeichen + dasselbe sei, und in allen Horizontalreihen, in welchen dieses Vor- 
zeichen dasselbe ist, die Exponenten s’, s’, etc. von einander verschieden seien. 
Die Zahlen P’', 0’, I, ete., P", 0", etc. bedeuten hier von einander verschiedne 
ganze positive Zahlen, welche gröfser als O und gleich oder kleiner als N sind. 
Ist » die Anzahl der Zahlen PP, Q%, R®, ete., und bedeutet f einen sämmt- 
lichen Zahlen N, v’, v", etc. gemeinschaftlichen Factor, so hat man von den 
Zahlen PR, Q%, R®, etc. diejenigen auszuwählen, welche gleich oder kleiner 


N . ” > .. 5 = ... 
als — sind, und mufs dann aus ihnen die übrigen durch successive Addition 


l 
N 2N (d-DN 
f by) f by) we f 


Index Ak zu, so kann man das unendliche Product in eine andere ähnliche Form 


von erhalten können. Trifft dies für jeden der Werthe des 


r 


bringen, in welcher der Coöfficient von 2 sich auf —- reducirt hat. Wenn dies 


f 


aber für keinen der allen Zahlen N, v, v', v", etc. gemeinschaftlichen Factoren f 
gleichzeitig für alle Werthe von A gelingt, so ist die gegebne characteristi- 
sche Form die einfachste. Solche einfachste characteristische Form giebt 
es immer nur eine. 


Ich will im Folgenden die einfachsten characieristischen Formen der in 
der Formentabelle enthaltnen unendlichen Producte, nach dem Werthe des 
Coöfficienten N und der Anzahl v» der gleichen oder ungleichen einfachen un- 
endlichen Producte IT(1 +4”'*”) geordnet, zusammenstellen, und jedesmal ihren 
doppelten oder mehrfachen Ausdruck durch elliptische unendliche Producte der 
oben angegebnen Art hinzufügen. Ich habe gröfserer Einförmigkeit halber in 
allen Factoren der characterislischen Formen den Potenzen von g dasselbe Vor- 
zeichen — zu geben gesucht, und deshalb in einigen unendlichen Producten g in 
— q geändert. Nur bei zwei characteristischen Formen der nachstehenden Tabelle 
hat diese Einförmigkeit der Vorzeichen nicht erreicht werden können. 
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1. 


Law 


eb 


Ne 1. 
ITA1—g'*') 
ITA— FIT Ag") 
— TA) IT/AH+ GH) GE9)) 
= MA) AA ITIA A) 





3 
ITA-H)A-g")) 
— TA-gH)ITA— GR) | 
—= TA A- PR TAFEN) AH) 
= THAI FEN UTA-HEA-HEA-ET9)], 
= TA - FA) TA FPIA—N)) 
— IT| ger ge TA HEHE)... B.D. A. 5). 
Ia-HTA-T 
— HA-)TA-PA—N) 
—= TA +) - HEN ZAHN). 22.2 F. (1). 
IA-YA—P) 
— IA AFP ITA-g"P) 
— IA FT an nen Rah A. (8). 


N — 
Ira — 1) (1 —g*#) (1 a 
—= TA) TA) 
— IT\A-+ gr) € er) tn er ter I. (3). 
FINE MEEIETETN 
BE € — +) I7A — 4 +*) 











— HI-EH)IA-FHA-"N) 2.2.2. F. (2). 
IT \d u € —d"#) da — (+) 2 
I Ta FHyA—gr)) IT \1+ ee ee A. (1). 


71 T 1 EN BAD € 4?) € —gEr2 — 
Jen IT A —) IT\1—g°'*) (1 — (| 
0 0er int PRRRRRT REG" 5 ne) Pr Br Be rer I. (2). 


= a1’ A-g'P) 
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Q, II i1— er) 1— — gr?) 1— y*+) 1— te 
— /T1— — NIT /1— gr) (1— er! 


= HAT PA 1. (1) 
N=8. 

10. TA-FA-FN)A-A- Ag) 

—= TA-)A- FAN TA- EAN) ) 

= TA- FATAL HA-HN 2. A. (6) 


N = 6. 

1. IA) A-EI) AHA) A- N! 
= TA) TA-FNA-)A-gN) 
= Hi Ya A FS...N r! A. (3). 

12. TAI FA PIA- HAAN 
= TATRA) 
= IH FHAFENA-FHUNA-FYA-EP)} .... HC). 

13. TA-FIA-F)A-FH)A-F ANA Par 
— MI) TA A- FA) 

— TA+ Ha) TA-PA-EN. 2.2200... H. (2). 
— 12. 

14. II1— gt) l— — gli (1 — Pr 1 — ar ; 
= TA-HA-IA-FIUTA-FH)A-) Ag) 
— TA H9)A- HN TA-FNA-ENA- FH)... A. (N. 

15. TARA) A) AA) 
— TAI") TA AN) 
= THALIA TAI... . 6). 

16. IA) AR) A) Ag grin) 

x Aa) A-grr) 





Ba ITA — (r) IT\A — g?) A gr) 
zu IT \(1 1 Er) q*°) 1 9) TA— gg) | 7 (4). 
1 7. IT —") ( 1 — 9) — 9) (1 — +) (1 — 7) 1 — qq") 


x(1— — Pr) A grr)! 
PN — II(1— REM: gg“ nd —q" +), 1— get)! 


—= TA )A- RITA NAH)... ..22.2..- G. (4). 
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18. II 1 — gi } 22 (1 — g#) (1 — gi) 1 gr) \2 1— A yt9) 
x(1 gg ? (1—gq az 
= IH) NAL NA) 
— TI} Aa- NT EIA- N... G. (2). 
19. 1 . "aaa ı — gr) (1 gti gr) (gu Ta u gt?) 
xi1— u” vr) l— 27 as) 6 Er u 6 Bu ira?) 
— II1— hin "IT\(1-- Pr 1— —q’P) 
— IT nr arari YET ee H. (3). 
2. ITX1—q" NG gg tr) 1+gP) A-H)A-) AP A) 
x(i1— Re OHR ER 
nn I1— gHYITIA+g®r) (1— er )! 
man IT1— rrAi— g“ m IT 1— AHA +) 14 gr) 
xA—- HA) 2... dl). 


ku =D, 
2. IT (1— Ti | ger °)(1 43) (1 — A a 
— TA1—g')ITA—g°*°) 
u - IT! 1— rd Ti A — gr) | ITIA— A — R)A— 9)! = K. 


Aus der ie Ds sind die unendlichen Producte A. (2), (4) 
fortgelassen worden, da ihre doppelte Zerfällung in zwei elliptische unendliche 





Producte zufolge der oben gemachten Anmerkung in einer allgemeinen Formel 
enthalten ist. 

Die Formeln (1.) und (2.) der Tabelle zeigen, dafs sich das unendliche 
Produet /7(1—g'*')” auf vzer, das unendliche Product ZTI1—-yH)1—g"?}} 
auf fünf verschiedne Arten in zwei elliplische unendliche Producte der hier 
betrachteten Art zerfällen läfst, woraus folgt, dafs die Entwicklung des einen auf 
vier, des andern auf fünf verschiedne Arten durch Doppelsummen von der Form 
+ g@+P#+7it0X dargestellt werden kann. Selzt man nämlich in der ersten Formel 
y', in der zweiten g' für q, so erhält man mittelst der Formeln der Einleitung, 


Aa-Frd-NAa-MA-Pr... 
en ER ee 
— 1-4 +.) 12 +22 +2? — 
= 1 + tt ++ | 
= 14 ++"; 
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1— Y)Aı— ANA"). 
Lama Aue de 5. dia ma Alle NR En 
1-2 +2 —2*- 4: N 4 ++ y" Pr Lg® L.. 

De uL a ud a ut tel Be na Eu a u. m ge. ro. 
1-29 +. 

= HS +, 
oder die folgenden beiden Formeln 


\ 


| 


\ 


| 


ma — ir?) anhe Dan eapıs ee Z(— 1‘ rg +2k? +27 
\ 
_—_y/ _ I, PR HK HH [SL \2(@?-+2)+k 372 42K? 4 2744 
== S( ’q? 3 = 2(— 1) g? u 
127+6 127-+12\12] __ i+k „Ni? +18K2 + 37+46% 
TA) — EN)" 


“ 


i „68? +12k?+6k 
=(—1)'g 


1 


z(—1)'g 32? +6? +7+4k 


: 


I— 1)+’g 12:2 +12&k? HU un ZI): ge rokr Hit, 


In der ersten Formel unterscheiden sich die beiden letzten Doppelsummen 
nur durch die unter dem Summenzeichen befindlichen Vorzeichen (—1)‘ und 
(—1)}@°+9+K, Es müssen sich daher alle Glieder gegenseitig aufheben, für welche 
diese beiden Vorzeichen von einander verschiedene Werthe annehmen. welches 
geschieht, wenn der Exponent von g ungerade ist. Hieraus folgt, dafs, wenn man 
zs1yetH9 — A—B, zit —= CD 
setzt, wo A und Ü gerade, B und D ungerade Functionen von 4 bedeuten. 
die beiden Gleichungen Statt finden , 
ITA1—y"®% — AC—BD, AD — BC. 
Die Gröfsen A, B, C, D bedeuten hier die unendlichen Reihen. 
else: Mass A: 2 FE & Amel Wim! Zain Min el Ale 
B—= y_-y—y +g" 4’ — — + y” 4 g"’ FOREN 
Ct tt tt... 
SZ Hr rer + 
deren allgemeines Gesetz durch die folgenden Ausdrücke gegeben wird, 
A—= ZgHND _ FEIN, B-— ZgDem _ ge), 
Pius zeit), D-— > 
Substituirt man diese Ausdrücke in die Gleichungen, AD— BC —0 und 


AC—-BD=II(1—g""”), so erhält man nach einigen Reductionen die Gleichung 
17. 0 == ZyrDHekHN) 2 ZgrIOHIHCKHN, 


| 
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in deren beiden Doppeisummen für ı und k nur solche positive oder negative 
ganze Zahlen zu setzen sind, für welche ı-—-k ungerade :st; ferner die Gleichung 
) y- Ui42ı2 __ 0,6) HAl2kH1 2% +2) + K(2K- 
IS. Ti—} —= ZgerUHCHU) _ EgOHDEHIHRCKHEN, 


wo man in den beiden Doppelsummen für i und k nur solche positive oder 
negative ganze Zahlen zu seizen hat, für welche i+k gerade ist. Diese letztre 
Formel gilt aber wegen (17.) auch, wenn man für © und A alle beliebigen positiven 
oder negativen ganzen Zahlen annimmt. Setzt man darin —g für g, so erhält man 
19. II(1 —g'r) — >(—1 rg rich) 2 yir geiHDORHYHÄ@KHN, 

Die Formeln (18.) und (19.) geben eine fünfte und sechste Darstellung der 
Entwicklung von /7(1—g°*?)* durch Doppelsummen. 

Ähnliche Betrachtungen kann man in Bezug auf die dritte Darstellung 
der Entwicklung des unendlichen Products 

TA") 1" 12 2} 2 =z(=1Y " 

anstellen, in welcher nur solche Potenzen von 4 vorkommen können, deren 
Exponent durch 3 theilbar ist, so dafs es hinreicht, die Doppelsumme nur auf 
solche Werthe von ? und A auszudehnen, für welche ?--k durch 3 theilbar 
’st, und dieselbe Doppelsumme in den beiden Fällen verschwinden mu/s, wenn 
man sie nur über solche Werthe von © und A erstreckt, für welche i+k 
durch 3 dividirt den Rest 1 oder den Rest 2 läfst. 

Alle im Vorhergehenden gefundnen Resultate ergaben sich aus der einen 
Fundamentalformel, 
GAY’) ..1myzI 1) 1—Y’2).. dya)A-PE)A1—g’rT).. 

— 1-4) + HS) Pa 4S)4.. 
Sie wurden als unmittelbare Folge von Gleichungen gefunden, welche aus dieser 
Formel hervorgehen, wenn man in ihr für +4 und + ganze positive Potenzen 
von g selzt. Selbst die zum Beweise der Formel A. (8) erforderliche Gleichung 
ad-9d1-NA-NAd—f) 1 HH" —.. 

folgt aus derselben Fundamentalformel, wenn man z2==(1--:)y annimmt, und, 
nachdem man mit & dividirt hat, e== (0 macht, wonach man nur noch 4 für y’ 
zu selzen hat. Aber es lassen sich aus derselben Fundamentalformel noch einige 
andere Resultate, durch welche das System der im Vorigen gefundnen Gleichun- 
gen zwischen Doppelsummen vervollständigt werden kann, ableiien, wenn man 
für y und x Polenzen von y setzt, welche mit gewissen imaginären Wurzeln der 


Einheit multiplieirt sind. (Die Fortsetzung folgt.) 
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6. 


Über die Irrationalität des Werthes gewisser Reihen. 
(Von Herrn Dr. Stern in Göttingen.) 





W enn 3 eine ganze posilive Zahl bedeutet, die Einheit ausgenommen, und 


&, a, & U. 8. W. eine ins Unendliche fortlaufende Reihe ganzer positiver Zahlen 
ist, so beschaffen, dafs die Differenzen & — a,, &%, — 0, u. s. w. ebenfalls positiv 
sind und zugleich jede folgende Differenz gröfser als die vorhergehende ist, 
mithin, wenn man »n beliebig grofs nimmt, auch «„., — «,, einen beliebig grolsen 
Werth erhält, so mufs die Reihe 








neron Änhandingne 
a 2& % 2%, + 2%, de 


einen irrationalen Werth haben. 


Wäre nemlich der Werth dieser Reihe —, wo y und 4 ganze Zah- 














h 
1 1 | es 
len bedeuten, so hätte man g —h(— - 1 + zur a Multiplieirte man diese 
‘1°. . a f r * rn 1 | 1 | 
Gleichung mit 2°”, so fände man 92°” — CH ae +...) 


wo @ die ganze Zahl A(z’m“ + 2°”=7°.,... +1) bedeutet. Es müfste also auch 


h( 4 tb... .) eine ganze Zahl sein, d. h. die Reihe 


»m+17 Cm „Em+2 "m 
— 


2. Em+ı" Em Li „&m+2" Em + 
2% 2 


dürfte nicht kleiner als 7, sein. Nun ist aber diese Reihe, wenn man &„,,, — 0. —=k 


1 ; i \ 1 1 a 
setzt, jedenfalls nicht gröfser als die Reihe tmt an deren Werth 




















1 “ j su 
; Qi 5 unter jede angebbare Gröfse sinkt, wenn man »n, und mithin auch %, 


grols genug nimmt. Die Reihe (2.) muls also bei wachsendem ın kleiner als - 
werden; wodurch unsere Behauptung bewiesen ist. 

Dasselbe gilt auch noch, wenn man, mit Beibehaltung der früheren Bedeu- 
tung der Buchstaben 2, «&,, &,...., die Reihe (1.) mit einer anderen vertauscht, 
in welcher die positiven und negativen Zeichen in beliebiger Folge mit einander 
abwechseln. Hätte eine solche Reihe 


ei, 


1 
u 2 Fre 


1 


.eo. . 
mÜ; 
nV 





den rationalen Werth E so würde man wieder daraus folgern, dafs die Reihe 
1 1 “ ® 1 * . . . 
u —— +.... nicht kleiner als — sein kann, während sie mit 
ym+ı Am z"m+? Am h 


wachsendem »n unter jeden angebbaren Werth sinkt. 
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Für den speciellen Fall, wenn @&,„— m’ ist und die Zeichen dieselben blei- 
ben oder -—- und — beständig auf einander folgen, hat schon Herr Dr. Eisenstein 
die Irrationalität des 1%: erihes der Reihe (3.), durch Verwandelung derselben in 
einen Kettenbruch in diesem Journale (Bd. 27. S. 194) nachgewiesen. 

Noch izsmeinht ist folgender Satz. Bedeutet p Pur. ., positive 


Zahl. welche kleiner als z ist, so hat die Reihe 4. Ir AR 
2,82 2,83 l 


2,01 


R . e q = 
keinen rationalen Werth. Denn wäre derselbe —4, so dürfte 


p” Zr 


| 
a) ie 
Ur 


„Em+ı Um |! „®"m+2 "Im 
— 


2 





1 4 De 
nicht kleiner als r werden. Da nun, nach der Voraussetzung, die Differenzen 


4 — 4%, 3 — 0% .... eine Reihe wachsender ganzer Zahlen sein sollen, so ist 
jedenfalls «,,,,— «,, nicht kleiner als m» und ferner &,„,.— „> m--1, 2,43>— &, 
-m--?2, u. s. w., mithin ist die Reihe (5.) keinesfalls gröfser als die Reihe 


n 
T 


‚Pr | yra-t L yın 2 | L 
al - / ah 2... deren Werth =(1_r) bei wachsendem »2 unbe- 





“m+1 ı »ın+?2 | m 2» 

ei er er r 
>, 
2 


srenz! abnimmt. Also mufs die Reihe (4.) irralional sein. 

Es ist klar, dafs Dasselbe auch dann noch Statt findet, wenn man in der 
Reihe (4.) die posiliven und negativen Zeichen in beliebiger Folge mit einander 
abwechseln läfsl, und dafs auch, wenn r eine ganze Zahl bedeutet und die frü- 
z 1 ) y* g. 
6. reed 


i — au2 — mind — pinla "° 
> .. X ug, zug 








heren Bedingungen bleiben, die Reihe 


keinen rationalen Werth haben kann. 
Bezeichnel 9,. 42, 45, -... eine unendliche Reihe ganzer Zahlen, von wel- 
chen jede folgende grölser als die vorhergehende ist, so kann auch die Reihe 


l 
goal geil ie Bi 


ı q -M, 1 +45-43 

















1 1 N 
keinen rationalen Werth X haben. Denn aus y—h|— em = würde, wenn 
h Mi 4-1: 
1. Sand 5 1 1 
man diese nn mit 41-42....9,„, multiplieirt, folgen, dafs ut arten 
nicht kleiner als 7 sein darf, während der Werth on der gröfseren Reihe 
Um-+177 
5 1 | : . . 
4 —— + — -+.... mit wachsendem »ı beliebig abnimmt. 


im+i (Y4m-+1)" (Ym+ı)' 
Behalten alle Buchstaben dieselbe Bedeutung wie in (6.) und (7.), so 
» p” 3 


1-27 








) . 
pam 4 e 7... keinen ra- 
N -N-r7.2°° 1,-9,-4; 9 











, 
kann auch die Reihe — + 


lionalen Werth haben. 
Speecialisirt man die Werthe von «,, «& u.s. w., .so lassen sich noch viele 
einzelne hierher gehörende Theoreme finden. So z. B. ergiebt sich aus den vor- 
. ; ) „” „° 
stehenden Betrachtungen, dafs der Werth der Reihe 7 -- r+Z ! E- B .... ITTa- 


tional ist, sobald die ganze Zahl » kleiner als 2? ist. 





a — 
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T. 


Zur Theorie der quadratischen Zerfällung der 
Primzahlen s2-+3, 7n+2 und 7n-4. 


(Von Herrn Dr. G. Eisenstein, Docent a. d. Universität zu Berlin.) 





D: erste Veranlassung zur Ausarbeitung und Publication der folgenden Ab- 
handlung wurde mir durch eine Bemerkung meines verehrten Freundes Dr. 
Siern in Götlingen, welche Band 32 Seite 90 dieses Journals zu lesen ist. 
S/ern findet dort durch Induction, dafs für die Zerfällung jeder Primzahl Sn +3 
in die quadralische Form c*--2d der Werth von e durch eine sehr einfache 
Congruenz nach der zu zerfällenden Primzahl als Modul bestimmt werden kann. 
Obwohl dieses noch unbewiesene Theorem zu einer schon bekannten Gattung 
gehört, so macht es doch den Anfang zu einer neuen Reihe in dieser Gattung 
von Sätzen der höhern Arithmetik. 

Das erste Beispiel einer direclen Bestimmung der Elemente einer qua- 
dratischen Zerfällung gegebener Primzahlen vermittelst Congruenzen haben wir 
Gaufs*) zu verdanken, der wohl überhaupt den Keim zu den meisten der neuen 
und fruchtbaren zahlentheoretischen Betrachtungen dieses Jahrhunderts gelegt 
hat; und die geringe Anzahl Derer, welche überhaupt den Werth von der- 
gleichen Speculationen zu schätzen wissen, wurde mil Überraschung durch 
diese merkwürdige Entdeckung erfüllt. Das Studium der Gaufsischen Ab- 
handlungen regte mich selbst zu eigenen Untersuchungen über diesen und 
verwandte Gegenstände an, und die ersten Proben dieser meiner Untersuchun- 
gen erlaubte ich mir in meinen Beiträgen zur Kreistheilung und in meinen 
früheren Beweisen des quadratischen, cubischen und biquadralischen Reciproci- 
tätsgesetzes dem mathematischen Publicum vorzulegen. Später erfuhr ich, dafs 
die meisten Resultate meiner Forschungen schon vor langer Zeit von Jacobi 
und einigen französischen Mathematikern, namentlich C«uchy, gefunden worden 
waren. Um nun auf die Zerfällung der Primzahlen » oder ihrer Potenzen 
in quadratische und höhere Formen näher einzugehen, so haben diese, insofern 
sie aus den Principien der Kreistheilung geschöpft werden, das Eigenthüm- 





*) In der ersten Abtheilung seiner „Theoria residuorum biquadralicorum” am Schlufs. 
Crelle’s Journal f. d.M. Bd. XXXVII. Heft 2, 13 
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liche, dafs die zu der Zerfällung gehörige Determinante (dies Wort in einer 
allgemeineren Bedeutung aufgefafst) immer ein Theiler von p—1 sein muls. 
So ist z. B. bei der Gaufsischen Zerfällung € --d? die Primzahl » von der 
Form An -+-1, bei den Zerfällungen in die Formen e*--2d”, € +7d?, insofern 
sie durch die Kreistheilung gefunden werden, mufs p—1 durch 8 resp. 7 theil- 
bar, also p von der Form Sn-+-1 resp. 7n--1 sein; so fand ich unter an- 
dern durch meine eigenen Untersuchungen, dafs, allgemein für jede Primzahl 4 
von der Form An--3, die Zerfällung des Vierfachen einer gewissen Po- 
tenz jeder Primzahl p=4n-+1 in die Form ce’ --4d” durch die Congruenz 
e= (Pn)KPn)!P"n)!...(mod.p) bestimmt werden kann, wo P, P', P". ... 
die quadratischen Nichtreste (mod. 4) <A sind, u. s. w.: Sälze, auf deren Neu- 
heit ich, beiläufig gesagt, keinen Anspruch mache, da sie vermuthlich längst 
von Anderen entdeckt worden sind. Eine hierher gehörige Bemerkung sehr 
allgemeiner Art findet sich bei Jacobi, „Über die Kreistheilung” im 30sten 
Bande dieses Journals Seite 171. — Nun sind aber nicht blofs die Primzahlen, 
welche die Form An--1 haben, durch quadratische Formen mit der Deter- 
minanle — ) darstellbar, sondern überhaupt alle Primzahlen, welche zu A quadra- 
tische Reste, d. h. welche in den Linearformen der quadratischen Reste (mod. 7) 
enthalten sind, also die Hälfte aller Primzahlen; so sind z. B. nicht blofs die 
Primzahlen 7n --1, sondern auch die Primzahlen 7n +2 und 7n -- 4 durch die qua- 
dratische Grundform e-+-7d’, die einzige für die Determinante — 7, darstellbar. 
Die quadratischen Zerfällungen derjenigen Primzahlen, welche nicht von der Form 
n --1 sind, können aber, wie es scheint, auf keine Weise aus den (bisher be- 
kannten) Prineipien der Kreistheilung allen geschöpft werden; eben so wenig 
kann man aus der Kreistheilung die Zerfällung einer Primzahl 8n --3 in die Form 
c’--2d” erhalten; ähnliches gilt in Bezug auf höhere Formen, welche die Kreisthei- 
lung liefert. Durch diese Bemerkungen molivirt sich meine obige Behauptung, 
dafs durch den von Stern auf dem Wege der Induction gefundenen Satz der An- 
fang zu einer ganz neuen Reihe von Sätzen dieser Art gegeben ist. Es war mir 
nun gelungen, allgemeinere Principien zu entdecken, welche zwar einige Ähnlich- 
keit mit denen der Kreistheilung haben, durch welche aber, wie es mir schien, 
auch der Zugang zu Theoremen der neuen Reihe, zu welcher z. B. das jetzt 
von Stern aufgestellte gehört, gebahnt werden könnte. Durch die Bemerkung 
Jacobis, über welchen ich mich am Schlusse meiner letzten Abhandlung über 
Elliplische Funclionen bei Gelegenheit neuer Beweise der Reciprociläisgeselze 
ausgesprochen habe, wurde ich indessen dergestalt von den Untersuchungen 
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dieser Art abgeschreckt, dafs ich dieselben bis auf die neueste Zeit habe liegen 
lassen; hierzu kam, dafs ich nicht wufste, bis zu welchem Puncte Andere ihre 
Forschungen fortgeselzt hatten, denn in den mir zu Gebote stehenden Büchern 
und Zeitschriften konnte ich kein näheres Detail darüber finden und, ohnedies 
von sehr leidender Gesundheit, wollte ich nicht unnützerweise meine Zeit und 
meine geistigen Kräfte auf Untersuchungen verschwenden, von denen es sich 
nachher ausweisen konnte, dafs dieselben das Eigenthum Anderer waren. Auf’s 
Neue indessen angeregt durch die Bemerkung meines Freundes Stern, und 
von mehreren Seiten versichert, dafs diejenige neue Gallung von Sätzen und 
Betrachtungen, auf welche jene Bemerkung hindeutet, noch von Niemanden 
untersucht sei, wurde ich endlich veranlafst, meine früheren Meditationen wieder 
aufzunehmen, und auf diese Weise entstand eine neue Reihe von Untersuchun- 
gen, welche ich mir jetzt die Ehre nehme, den Freunden der Zahlentheorie 
vorzulegen. Da jedoch durch Vorlesungen und anderweitige Beschäftigungen 
meine Zeit gegenwärlig sehr in Anspruch genommen ist, so sehe ich mich vor 
der Hand darauf beschränkt, in der nachfolgenden Abhandlung nur den Beweis 
des Sternschen Satzes, so wie die Untersuchungen über die Darstellung der 
Primzahlen 7n--2 und 7n--4 durch die Form c*+7d” nebst einigen hiermit 
genau zusammenhangenden Resultaten mitzutheilen, indem ich die ferneren Er- 
gebnisse meiner Forschungen einer späteren Gelegenheit vorbehalte. Diejeni- 
en, welche in Betrachtungen dieser Art bewandert sind, werden sogleich die 
ausgedehnte Anwendbarkeit der zu Grunde liegenden Principien erkennen. 

Auf diejenigen Prineipien, welche die Theorie der Elliplischen Functio- 
nen zur Behandlung dieser Fragen an die Hand giebt, werde ich bei einer 
künftigen Gelegenheit aufmerksam machen. 

Berlin im Januar 1848. 
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Über Primzahlen 8n -+3. 


8.1. 


Es sei g eine reelle positive Primzahl von der Form 8r--3; dieselbe 
werde als Modul in der Theorie der aus vierten Wurzeln der Einheit zusam- 
mengesetzten complexen Zahlen betrachtet. Da g nicht = 1 (mod. 4) ist, so 
kann z°--y”, wo x und y reelle ganze Zahlen sind, nur dann durch 4 theil- 
bar sein. wenn x und y beide Vielfache von y sind. Läfst man in ©--y:; 


13% 
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x und y beide alle Zahlen der Reihe 0, 1, 2, 3, .... 9—1 durchlaufen, so 


werden die hieraus hervorgehenden y' complexen Zahlen sämmtlich unter ein- 
ander incongruent sein; jede andere ganze complexe Zahl wird einer und nur 
einer von ihnen congruent sein, und dieselben werden ein vollständiges Resien- 
system (mod. g) conslituiren. Offenbar ist (ey = r’+-y!! =r—y: (mod.g), 
und (2 -+-yı" = (2 —yi) =x--yi, mithin, wenn z--y? nicht durch g theil- 
bar ist, (2--ya’ T"=1. Da gQ—1 durch 8 theilbar ist, so setze man Q’—1 


—8e, nämlich e= 4 Y—1)=4(4—1)-1(9--1)=(4n--1)(2n-1), wenn 





q=8n-+3; e ist ungerade, und zwar e=1, oder = 3 (mod. 4), je nach- 
dem n gerade oder ungerade ist. Man hat also (e--y2)”==1, wenn .c--y? 
nicht durch g theilbar ist. Hiernach ist (2 --y2)’° entweder = 1, oder =, oder 


= — 1, oder = —? (mod. g), und die „’—1 Zahlen eines Restensystems (mod. g). 
mit Ausschlufs der Null oder des durch g theilbaren Gliedes, können demgemäfs 
zunächst in vier Classen gebracht werden; jede dieser vier Classen theilt sich 
wiederum in zwei Hälften. Es sei f eine der beiden Wurzeln der Congruenz 
f’ ==? (mod. q), welche hier stets lösbar ist, weil (1— 2)’ = —2:; und da —2 
zu q quadralischer Rest ist, so findet man, wenn —? = v’ (mod. y) ge- 
setzt wird, f aus der Congruenz ersten Grades —vf = 1—2 (mod. g) oder 
2f=v(l1—1) (mod. g), z.B. f=—(1—?)v.4(g—1l). Da nun (2-+-ye)“ 
einer der vier Potenzen f”, f*, f" oder f” congruent ist, so mufs die ele Po- 
tenz jeder nicht durch g theilbaren Zahl einer der acht Potenzen f, f”, f’; 
l‘; [> f'; FÜ, f eongruent sein. Aus dem Princip dieser Classification ergiebt 
sich unmittelbar, dafs jede der acht Classen gleichviele, nämlich e incongruente 
Zahlen enthält, dals alle Zahlen einer Classe aus denen irgend einer andern 
durch Multiplicalion mit einer gewissen Potenz von f hervorgehen, dafs, wenn 
die ete Potenz irgend einer complexen Zahl =f* ist, die ete Potenz ihrer 
conjugirten Zahl = f* sein wird, u.s. w. (vergl. @auss Theor. res. big. II.). 

Es sei ® eine primilive Ste Wurzel der Einheit, so dafs W” —;, 

Ati 


w— —,—, und es werde für irgend eine nicht durch g theilbare complexe 
y 


nz 


oanze Zahl A durch das Symbol [A] die ute Potenz von w bezeichnet, wenn 
k = f“ (mod. g) ist, so dafs also [A] =1, wenn K»WW=1, [k]=w, 
wenn AD =f, [k]=i, wenn KU V=i=f’, u.s.w. Für diese Sym- 
bole gelten die folgenden Relationen, welche unmittelbar aus der Definition 
folgen: [A][] = [Al], [AP =[A’]J, [A] = [A’J, wenn k = %’ (mod. 4), 
wie für Legendresche Symbole; [4]'=1, [4]’=[A]", wenn v=rv’ (mod. 8); 
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lerner BEN yy=le+yrT, [r-yl=le+yl=le—yil 
ı. dergl. n 

Wenn [k] = w“ und u eine gerade Zahl ist, so hat man w" =“, 
folglich [k] = f“ (mod. y) = ks"V, diese Congruenz hat aber keinen Sinn, 
wenigstens nicht in der Theorie der aus werfen Wurzeln der Einheit zusam- 
mengeselzten complexen Zahlen, so oft « ungerade ist, weil dann |] keiner 
Potenz von 2 gleich ist, wie in dem Falle eines geraden Werthes von 1; für 
einen ungeraden Werth von « hat man aber |%]’ = w’* = (— m)“ —= (— 1)" w" 
— — [Ak], also RITA —0, fener fr = (fr = (—f)", weil =, 
f=-—1, folllih (= (1 f=—f”, f"+f“=0, mithin [A] --[%] 
=f"f"=Kk"-K N y); diese letztere Congruenz gilt für einen gera- 
den und ungeraden Werth von u; denn für ein gerades « ist schon einzeln 

















4] 3E- | —k‘. 
Eine reelle Zahl fällt mit ihrer conjugirten zusammen; es ist daher, 
wenn x reell ist, [r]’=|[.r], also [e]’=1, [x]== +1 und zwar |«] (7): 
. a a ug. rn Hl) — ET 3(9+1) 2 x 2n-+1 no ei h 
denn hier ist [x] = z° = =(7) == ( = zu ( ; ). Endlich 
ist noch [2] = [u] = = "HVer+V) — Hl (— 1), [1] = —1, [ie] 


-(1Yi. (2), [2] u, 


Bemerkenswerth für das Folgende ist noch, dafs man, wenn in dem 
Symbole [4] die Zahl % einen laufenden Werth vorstellt, für welchen alle y’ —I 
Glieder eines vollständigen Restensystems (mod. g) mit Ausschlufs der Null 
gesetzt werden sollen, statt der Glieder irgend eines Resiensystems die irgend 
eines andern substituiren kann, weil diese jenen, einzeln verglichen, con- 
gruent sind und [kA] = [X] ist, wenn k=K' (mod. q). Der Kürze wegen 
soll der Inbegriff derjenigen 9’ —1 Zahlen, welche verbleiben, wenn man aus 
einem vollständigen Restensysteme (mod. y) das durch den Modul theilbare 
Glied ausschliefst, ein reducirtes Restensystem genannt werden. 


$. 2. 

Den Ausgangspunet unserer Untersuchung macht die Betrachtung der 
Summen von der Form F[%]”[A']”, mit der Bedingungscongruenz k--4' 
=1-e: (mod. y). Die Summation bezieht sich auf % und 4’. Es durchlaufen 
k und 4’, unabhängig von einander, alle Glieder eines reducirten Restensystems, 
mit der Beschränkung, dafs der Bedingung k--K=1--«i (mod. g) genügt 
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werden mufs, in welcher @ eine gegebene reelle ganze Zahl bedeutet, die 
man offenbar um ein beliebiges reelles Vierfache von 4 vermehren kann, ohne 
den Werth der Summe zu ändern; v bedeutet eine der vier ungeraden Zahlen 
1.3.5 oder 7. Der Werth der in Rede stehenden Summe für ein gegebenes « 
werde durch S, bezeichnet. 


Setzt man, für jeden stehenden Werth von #, k=k'l, so durchläuft 7, 
so wie Ä, ein reducirtes Restensystem; das allgemeine Glied der Summe wird 
durch diese Substitution [A’ZP TA] = [APR [RAJ” = [1]; die Bedingungs- 
congruenz wird A(1--T)=1-+er; A(1--U), also auch 1--/, kann hiernach 
nie =0 werden, mithin ist der Werth = —1 auszuschliefsen; für jeden 
andern Werth von Z kann X’ immer auf eine, und nur auf eine Art, der Be- 
dingungscongruenz A(1--!) = 1-+.«: genügend bestimmt werden. Jedem 
Werthe von 2 in der Summe [2] entspricht daher ein, und nur ein Werth 
von A’, mit alleiniger Ausnahme von = —1; der Werth von S, wird folg- 
lich einfach dadurch erhalten, dafs man in Z[/] dem / alle seine Werthe mit 
Ausschlufs von —1 ertheilt und die Bedingungscongruenz gänzlich wegläfst:; 


man hat folglich S,—= F[7] —[—1]. Nun ist offenbar &]2]=—=0, wenn / 
alle Glieder eines reducirten Restensystems durchläuft; ferner [—1] = —1 
also finden wir 8, — --1 für jeden gegebenen Werth von eo. 


Man setze jetzt statt & selbst alle Zahlen O0, 1, 2, 3,.... g—1 und 
betrachte die Summe 


8,48, 48, I, -- ..0.. 1 S,-13 


deren Werth nach dem bis jetzt Bewiesenen =1-+-1+1-+1-+....+-1>=g 
ist. Diese Summe kann, wenn man k—=r-+y:, K"=z'-+y'i setzt, folgen- 
dermafsen dargestellt werden: 
le + yıle ty”, 

mit der Bedingung z--z’==1. In der That: da die ursprüngliche Bedingungs- 
congruenz für S,, nämlich x "Y vr. +yı:=1--ei, in die beiden folgenden 
zerfällt: 2-+-z’=1 und y Ly —= oe, und da jetzt statt « alle untereinander 
incongruenten Zahlen gesetzt BR so besagt die zweite Congruenz nur, 
dafs v—-y’ irgend einer reellen Zahl congruent sein soll; diese Congruenz 
fällt also gänzlich weg, und es Ba nur die erste c--xz’==1 stehen. Es 
sei Zje-+-y: [a -+-y']” so ist also Tg. 


ti! 
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In 7 können x und x’ nicht gleichzeitig beide = 0 sein, weil diese 


Annahme der Bedingungscongruenz widerspricht; für 2 = 
r=]1, 2 =0; der diesen beiden Combinationen 0, 1 und 


Theil von T it = F[yı x F|1+y]” + F[1-+y:]x 


0 ist 2 =1, für 
I. O entsprechende 


:chwi rail u » St.) (I N 
schwindet, weil » ungerade, also Z[y]’ = £[y'] = -(2)- + ' T - 

lei ist; übrigens sieht man, dafs für e=0 nicht y==0O und für x’ = 0 nie 
y’=0 sein darf, weil von Anfang an weder k noch == 0 sein sollte. 


Z|y':]”, und ver- 


) 


7 


ht 


Da der eben betrachtete Theil von 7’ verschwindet, so kann man, ohne den 
Werth von 7 zu ändern, annehmen, dafs weder & noch x’ durch g theilbar 


sein darf. Unter dieser Voraussetzung ist es erlaubt, für jede stehende Com- 


gr 


bination z, x’ die Substituion y=r2, y=x'z’ zu machen, weil dann je- 
desmal z und 2’, ebenso wie y und y’, die sämmtlichen Zahlen 0,1,2,...4— 
oder ihnen congruente reelle Zahlen (inod. g) durchlaufen; das allgemeine Glied 


wird hierdurch 


e+22iP [le Ha = [ale + Sit +it 


VE) + Ei] A+si”. 


Betrachtet man die vier Aut, auf der rechten Seite, so sieht 


man, dafs w und 


nur in den beiden ersten vorkommen; der dritte enthält nur z, der vierte nur z’; 
und da in der Bedingungscongruenz überhaupt nur z und x’, aber nicht z und 2 


vorkommen, so zerfällt jetzt T' in das Product dreier Summen. Die erste die- 


ser Summen ist 2%), mit der Bedingung z+x'==1 (mod.y), wo 4 


und x’ sich von big erstrecken; die beiden andern 


sind Z[1-—- 22]? 


rs 


be) 


wo 2% die Werthe O0, 1, 2, .... g—1 durchläuft, sonst aber weiter keine Be- 


dingung Statt findet. 


Um die erste dieser drei Summen zu bestimmen, kann man für jeden 
stehenden Werth von x’ (was erlaubt ist) xx’ an die Stelle von & setzen; 


r.x' 








man 











x! ee 4; x' an (X . Bu , 
: | IKT) 2 > r mit der Bedingung 


2 -+rc=1, also x ER -1)=1; dieser Bedingung nach mufs der Werth 


—= —1, der e+1==0 macht, ausgeschlossen werden; 


für jeden andern 


Werth von x kann aber die Congruenz erfüllt werden, und zwar nur auf eine 


Weise kann x’ zu einem gegebenen x bestimmt werden; 


=(2); wo der Werth == —1 auszuschliefsen ist, d.h. 


man erhält daher 
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==, 


 :, 
Y )= —1. Der Werth der ersten Summe ist also —=--1,. und somit 
das Product der beiden anderen — Tg. Als Resultat dieser Betrachtun- 








wei 


gen ergiebt sich daher: 


(1) ZIi-+z:iy- F[142:]” = 9 
wo v irgend eine ungerade Zahl bedeutet und in den beiden Summen, deren 
Product —=g ist, z die g Werthe 0, 1, 2, ... g—1 durchläuft. 


$. 3. 
Die Reihe 
1 +: = UP HOP HOP HOT 4 Dr 
ist eine Summe von g Potenzen von w, also einer aus achten Wurzeln der 
Einheit zusammengesetzten complexen ganzen Zahl gleich. Um die Bedeutung 
derselben verständlicher zu machen, bezeichne o, die Anzahl der Werthe von 2, 
für welche [1--z?] = 1, o, die Anzahl derer, für welche [1+z:] = vo, 
o, die Anzahl derer, für welche [1-22] = w’ ==? ist, u. s. w. bis o,, welches 
die Anzahl der Werthe von & bezeichnet, die [1 + 2:]= w'—= —:?w machen. 
Setzt man ferner für einen beliebigen Werth von w die ganze Function 
Gun -t..+0uU — yp(u), 
so ist dan Ff1+2:]=y(o), Zf11+z:=y(w’), FZ[1-+z:]T = y(w’), 
1 --2? = g(w’) und die Gleichung (1.) enthält die beiden Formeln 
plo)ylo)—g, YPlw)plw‘) —q. 

Zwischen den acht reellen ganzen Zahlen o,, 0,, ... 0; finden merk- 
würdige Relationen Statt. Zuerst ist g(w)=g(w’), p(w’) =Y(w’), und all- 
gemein y(w’)—=Y(w”). Denn für jeden Werth von z ist [1 + 2: =[1-+-2:]' 
— [1--zi], also F[1--22]” = F[f1—z:2]’, und da —z eben sowohl wie 2 
ein reelles vollständiges Restensystem (mod. g) durchläuft, so ist letztere Summe 
wieder = X[1-+-2:]’, demnach ist F2[1 + 2?” = F[1-+z:]J, 4(w”) —=Y(w”) 
für jeden geraden oder ungeraden Werth von v. Setzt man ,—0, —=AÄ4, 
— B, — 0, —=(, ,—0;—=D, so ist, wie man unmittelbar aus der 


— (0. 


un 
Form von g(w) sieht: 


pw) zum A-Ci-wo(B-D;), 
p(w‘) — A—Ci+-w(D-Bi), 
y(w) = A-+ Ci—w(B-Di), 


p(w') A—Ci—w(D--B:), 
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und da y(w)—=y(w), pw’) —=gy(w’), so mufs A+Ci—=4A—Ci, B-- Di 
— D-+--Bi:, also ÜC=0 und B=D sein; Beh nehmen jene vier com- 
plexen Zahlen die einfachere Form 





y(w) = y(w) = A-+w(1-+)B, 
yo’) = p(w') = A—w(1-2)B 
Aulöe, 1+i u , | 
an. Nun is = ne u vi) rz—iV2—=yn2, also 


y(w)=y(wW)—=A-ByY—2, y(v’)=y{w) = A—By—2, 
und die Gleichung (1.) geht in 
2) 4 = (AH BY-2(A—By—2) — 4'428 


über, wodurch « prior: die Zerfällbarkeit von % in die quadratische Grund- 
form mit der Determinante —2 erwiesen ist. 


Die Relationen C=0 und B=D geben 5 — 0, («.) und 0,--0, 
— 6,--0, (P.). Zu ferneren Relationen führt die Betrachtung von p(+?), 
g’—1) und y(1). Die Summe I[kP = F[x--y:], welche sich über 
alle Glieder % eines complexen reducirten Restensystems (mod. 4) erstreckt. 
in welcher also x und y unabhängig von einander alle Zahlen der Reihe 
0.1, 2,...9—1 mit Ausschlufs der Combination 0, O durchlaufen, verschwindet 
offenbar für jeden nicht durch 8 theilbaren Werth von v; wenn v durch 8 theil- 
bar ist, so ist die Summe = g’—1. Derjenige Theil jener Summe, welcher dem 





speciellen Werthe 2 —=0 entspricht, ist Z[y:] =[?]’ (2 ); wo y sich von 


1 bis g—1 erstreckt; derselbe verschwindet, wenn » aM ist, wird aber 
— f?  (g—1) = (—1)” (g—1) für ein gerades v. Für jeden andern von O ver- 
a stehenden Werth von z selze man y=x% (mod. g); dann durch- 
läuft z mit y die Werthe 0, 1,2,.... g—1 und der übrige Theil der Summe 
wird Z[2+ 22:2] = F[r]- F[1-+2:]7, aber F[x] = (=) —g—1. 
wenn v gerade ist; für einen geraden, aber nicht durch 8 theilbaren Werth von » 
erhält man daher 0 — (—1)”(y—1)+(g—1)F[1-+z:], also F[1+2:]7 
— — (—1)#, d.h. zf1+ 22] = +1, Ff11+z2:1] = —1, y(tr) =1 
y-N=—. gli) ist = (—n+0,— 0) + 2(0, — 0,4 0, — 05) und 
daher „+9, —%—=1(y.), 1 — 9-4 0, — 0, — 0 (d.); Y(—1) ist gleich 
der Summe aller o mit geradem Index, weniger der Summe aller o mit un- 
geradem Index; diese Differenz ist also = —1 (e.). Endlich ist die Summe 


aller acht o oder p(1) der Anzahl aller z gleich, also —=y (£.). Aus den 
Crlle’s Journal f. d.M. Bd. XXXVIl. Heft ?. 14 
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sechs Gleichungen. welche hiernach zwischen den acht Anzahlen o Statt finden. 
können sechs derselben theils vollständig bestimmt, theils durch die beiden an- 
dern ausgedrückt werden; wir wählen o, und o,, um durch diese die übrigen 
sechs auszudrücken. Da 0,+0,— 0,0, (P.) und 0, — 0, = 0, — 0, (Ö.) 
so folgt durch Addition und Subtraclion 0, =0,, 0,—0,. Setzt man nun in 
den übrigen Gleichungen o, für o,, 0, für 0, und 0, für o, («@.), so erhält man 
6—2,+-0,=1(y.), %,+2%--9,—2(0,+0,)—= —1 (e), 
o+29,--09,+2(0,-+0%)=g ($C.). 
Die beiden letzten Gleichungen geben, addirt und subtrahirt, o,--20, --0, — 





!y—-N=4n--1, 5-5 —=4(9+1)>=2n--1, von denen die erste mit (7.) 
verbunden o,--0,—=?2n--1, o,=n liefert. Man hat demnach im Ganzen das 
folgende System von Relationen: =, =, +5 —rRr +l=HKg-H), 
3—=en—elg—d), 19, 5, =, A=— 2, —4g-1) 
B— 0, — 0, = 2 ne 4 (4 - 1) (3.). 

$. 4. 


Von besonderer Wichtigkeit ist die Darstellung des Werths von 4 
durch o, allein, in der Form A—=20,— }(q--1)=20,—(2n--1); denn man 
kann aus derselben den Rest beurtheilen, welchen A durch 4 dividirt läfst. 
wodurch A in der Zerfällung g= 4°--2B? seinem Zeichen nach bestimmt 
wird. Es läfst sich nämlich leicht zeigen, dafs o, immer eine ungerade Zahl 
ist. In der That bezeichnet o, die Anzahl der incongruenten reellen Werthe 
von 2, welche (1--22)=1 (mod.g) machen. Da nun 1—-z:==(1- 
also auch (1 +-z2)"=(1—z2==1 ist, so wird stels 1— 2? mit 1-22 die- 
selbe Eigenschaft haben; unter den Werthen von 2, deren Anzalı o, ist, be- 
findet sich demnach immer gleichzeilig —- 2 und —z, und da auch O unter 
ihnen vorkommt, z==0 aber der einzige Werth von z ist, dr +2 = — x 
macht, so steht 0 einzeln und alle übrigen Werthe von x sind paarweise 
vorhanden; daher ist die Anzahl aller, nämlich o,, ungerade. Hieraus folgt 
20,= 2 (mod. 4), Peer 1—2n=2n--1 (mod. 4), also 


(4.) 1 = 2n-1 = 4{(9-—1) (mod.4); 
d.h. für die Primzahlen q = EEE 16) ist A posiliv oder negaliv, je nach- 
dem es, abgesehen vom Zeichen, =1 oder =3 (mod. 4.) ist, während für 


die Primzahlen y = 11 (mod. 16) das Umgekehrte gilt. Was ode Vorzeichen 
von B betrifft, so hangt es von der Wahl der Wurzel f der Congruenz 
f’==i(modg) ($.1.) ab: wie man es leicht aus der Gleichung B= 0, — o, 
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sieht. Die eben angewendele Methode zeigt, dafs B mit f zugleich sein Zeichen 
wechselt; der nähere Zusammenhang zwischen diesen beiden, einander wech- 
selweise bestimmenden Elementen wird, wie wir später sehen werden, durch 
die Congruenz A-+(1-H)f.B==0 (mod. gy) oder besser noch durch die nur 
reelle Glieder enthaltende Congruenz A+Bv=0 (mod.y) angegeben, wo. 
wie in $. 1., 9” = —2 (mod.g) und (1+-2)f=v ist. 


Es mögen hier gewisse Folgerungen aus dem Vorhergehenden, welche 
die bis jetzt entwickelten Resultate aus einigen neuen Gesichtspuncten dar- 
stellen, ihren Platz finden. Die Zahlen, deren Anzahl o, ist, genügen der 
doppelten Bedingung, dafs sie, erstlich, die Congruenz A° == 1 (mod. g) erfüllen, 
und zweitens, dafs ihr reeller Theil = 1 (mod.y) ist. Die zweite Bedingung 
läfst sich ebenfalls durch eine Congruenz ausdrücken; denn setzt man 1--22 
—k, so wird" =1—zi, K--k=2, alsok’—-k—2=0; dieser letzteren 
Congruenz genügen die sämmtlichen g Zahlen von der Form 1--2:, wo 2 
alle Werthe O0, 1, 2, .... g—1 haben kann; diese Congruenz hat also so 
viele Wurzeln, als ihr Grad beträgt; Dasselbe gilt von der ersten Congruenz 
k“—1=0. Die o, Zahlen, um welche es sich hier handelt, genügen beiden 
Congruenzen zugleich: sie sind also die Wurzeln des gröfsten gemeinschaft- 
lichen Theilers dieser beiden Congruenzen. Der Grad dieses gröfsten gemein- 
schaftlichen Theilers ist mithin —=0,. Wenn man daher, wie in der Algebra. 
den gröfsten gemeinschaftlichen Theiler der beiden Functionen k°—1 und 
k’--k—?2 sucht, nur mit dem Unterschiede, dafs alle Vielfachen von 4 weg- 
gelassen werden müssen, so kommt man auf eine Funclion, deren Grad den 
Werth von o, ergiebt; und dadurch ist dann zugleich der Werth von A in 
der Zerfällung g—= 4°+-2.B? nach der Formel A=20,— 4(q-+-1) bekannt. Ich 
habe gefunden, dafs der Grad des gröfsten gemeinschafllichen Theilers dersel- 
ben beiden obigen Congruenzen für die Primzahlen qg von der Form 8n--5 
auf ganz ähnliche Weise die Zerfällung in die Summe zweier Quadrate bestimmt. 


Man sieht leicht, dafs alle Zahlen 2 --y:, deren ete Potenz = 1 (mod. g) 
ist. die achten Potenzreste (mod. g) sind, und dafs unter dieser Voraussetzung 


2-+-vi=($-4n?) gesetzt werden kann; ferner ist evident, dafs Y(z-y3) 

(mod.gy) acht verschiedene Werthe hat, welche aus einem derselben durch 

Multiplication mit Potenzen von f hervorgehen. Betrachten wir nur diejenigen 

achten Potenzreste, welche von der Form 1--xz2 sind, so haben wir die Be- 

dingung hinzuzufügen, dafs der reelle Theil von (S--n2)° der Einheit congruent 
14 * 
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sein mufs: es muls also der Congruenz 
— 80 RS rn = 1 (mod. y) 
genügl werden, und o, drückt daher den achten Theil der zusammengehörigen 
reellen Lösungen 5, »; dieser Congruenz mit zwei Variabeln aus. Die Lösung 
diezer Congruenz läfst sich sehr leicht auf die Frage zurückführen, für wie 
viele reelle und incongruente Werthe von x der Ausdruck €" — 28 2°+70r° 
—2852°-;-1 einem quadratischen Reste (mod. q) und für wie viele er einem 
nichtquadralischen Reste congruent wird, aber ich kann nicht länger bei diesen 
beiläufigen Bemerkungen verweilen, sondern kehre zu dem Hauptgegenstande 
der Untersuchung zurück. 
$. 9. 

In die Funclion p(u) = 0, +0,u--0,W--.....--0,u’ sollen statt z die 
Potenzen von f geseizt und es soll der Rest untersucht werden, welchen g(f”) 
nach (mod. g) giebt. Für gerade Werthe von v isst y(P)=y(w’) und y{w”) 
ist für diesen Fall oben vollständig bestimmt worden, nämlich () = y(—) 
—1, y9(—1)=—1, y(1)—=g=0. Es bleiben also nur die ungeraden 
Werthe von v; für diese ist zunächst y(f)=y(f )=g(f’), und 
zwar aus denselben Gründen, welche oben y(w) = Ah pw) —=y(w) 





saben. 

Im Allgemeinen ist y(f/) = F(1--22)" mg q) für jeden Werth 
von v; denn für die o, Werthe von 2, welche [1--2?]=1 machen, ist 
(1-22) =1, für die o, Werthe von 2, welche ER LEE machen, ist 
1-22)" =f”, u. s. w., endlich für diejenigen o, Werthe von 2, welche 
|1--2?]==w’ machen, ist [1+22]°=f”; wie unmittelbar aus der in $.1. 
gegebenen Definilion der Symbole | . Per VorRun, Es handelt sich demnach 
um die Bestimmung der Summen (1 --z2)’‘ (mod. g). 

Entwickelt man die Potenz A-laiye nach dem binomischen Satze, so 
kommen, da e>>g ist, sehr viele Potenzen von & vor, deren Exponent durch 
y—1 theilbar ist, und dieser Umstand macht die Behandlung der hier in Rede 
stehenden Summen weit schwieriger, als die derjenigen analogen Summen, 
welche schon von Gaufs in der ersten Abtheilung seiner Theorie der biquadra- 
tischen Reste betrachtet wurden. Es kommt ja bekanntlich bei der Untersuchung 
des Restes einer Summe von der Form I.F'(z), wo x die Werthe 0, 1,2,....49—1 
durchläuft und F'(z) irgend eine ganze Function von x bedeuiet, immer nur 
auf die Betrachtung derjenigen Glieder in F'(z) an, deren Exponenten durch 
y—1 theilbar sind, indem F2“= 0, wenn « nicht durch g—1 theilbar ist, 
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auch wenn w==0 ist, dagegen Fs=g4—1=—1(mod.y), wenn u ein 
von Null verschiedenes Vielfache von we ist. 

Nimmt man (was erlaubt ist) » <8 an, und setzt ve=«--g, wo « 
und 5 beide nicht negativ und <{y sein sollen, so ist 

1-29" —(1+zi 1 + =Elltzi tt 1—zif; 

demnach ist I(1 +22)” = F(1--zi)(1— zi). Das allgemeine Glied ist jetzt 
in Bezug auf s vom Grade «+, und da «e+% <2{(g—1) ist, so kann in 
demselben höchstens erne Potenz von 3 vorkommen, deren Exponent durch g — I 
theilbar ist, nämlich 2°”" selbst. Ist demnach «--% noch <g—1, so enthält 
die Entwickelung des allgemeinen Gliedes nur Potenzen von <, deren Expo- 
nenten <_y—1 sind, und die ganze Summe ist in diesem Falle = 0 (mod. 4), 
also auch (f”)==0 (mod. 4); im entgegengesetzten Falle, wenn « -# >gy—1, 
ist sie = dem entgegengeseizten Werthe des Coöfficienten von 27 in 
(1--zi)(1— zii). Die Werthe von « und £ für v—1,3,5,7 sind in der 
folgenden Tabelle berechnet: 
v—1, I -N)= e=3n-+1-ng, a—=3n+1, P=n; 
v—3, 3 -N=3e= n-(In-1)y; an, A=3n--1:; 
v5, $—1I)=5e=1Tn+2-(In-+1)y, a=1Tn-2, A=5n-1; 
v—=T, I -D=Te=5n-+1-(n-+2)g, a=5n+1, B=7n-2:; 


wo, wie de y=—=8Sn--3 geselzt wird. Hieraus sieht man, dafs für v— | 





und 7 = e+P=4n-+-1<g—1, also g(f) und y(f’)== 0 (mod. y) 
sind; Ka für v—=) ide v—=Tt ist «+ P == 12n--3, also — Ki mithin 
sv Er FEIN" AM tr erll-+zi Peru — gay == dem 


entgegengesetzten Werthe des Coöffiienten von 27! in dem asien Gliede 
dieser beiden Summen. Es sei der letztere = 4 und man setze 
1+.:9”"—= 1+K:+R,°+....-K,.2"t", 
1-3" =1--L2:4+L"°-—.. EL, ie“ 


on+1” 


dann wird, wegen y—1=8n-?2 = (In- n Land (Zn 2)-—-n, der 
gesuchte Coöfficient I— KR,,; Lay Ran Lan + Bons Linn -| u Fe 
(7n-+2)! 5 

nn und L Bra Pa 2000 - 
immer x! das Product der natürlichen Zahlen 1.2.3.... x bedeutet; folelich 
besteht 4 aus einer Summe von Termen von der Form 
in (et — (n+2)(ön-+1)! 

un +2 — u)! !(ön+1— u)!’ 
ı erstreckt sich von 3n--1 bis 7n-+-2, u’ erstreckt sich von 5n-! 1 bis ab- 








Nun ist allgemein K, = :“ 
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wärls zu na, und es ist immer u- «—=8n+2? —=g-—1. Setzt man 5n--1— u’ 

v, so wird «—=5n-+1—rv, v erstreckt sich von O aufwärts bis An-+1 
und es ist ou -W!—=5n-+1-+u—r—=8n-2, also u—=r-+3n--1; hiernach 
geht der allgemeine Term von 4 in 

irn HL Gym m (n+2)15n +1)! 
w+35n+1)(dn +H1—v)!(ön-+1— v)!v! 

über. Um diesen Ausdruck ferner zu vereinfachen, bemerke man, dafs im 
Nenner desselben (vr +-3n+1)+(5n+1—rv)=8n-+2—=g-—1 ist, für jeden 
Werth von v. Nun ist allgemein, wenn « und 5 zwei posilive ganze Zahlen 
sind, deren Summe a+b—=g—1 ist, alb!= — (—1)' = — (—1)? (mod. y); 
denn nach dem Welsonschen Satze ist 1.2....a x (a+1)(a-+2)....(g—1) 
=—1, und da nach der Vorausseizung a+1= —b, u-?2 = —b-1 
= —(b—-1), 4-+-3= —(b—2), uSs.w. ist, so folgt 1.2.... a 
x (—1).d5(b—1)(b—2)....1=—1, folglich u. s. w. Man kann demnach 
statt des Products der beiden Facultäten im Nenner («+32 -+1)!(ön--1—v)!, 





— (— 1,” selzen, indem man die Vielfachen von q weglälst; was bei un- 
serer Untersuchung erlaubt ist, da hier weder Zähler noch Nenner des obigen 
Ausdrucks durch g theilbar sind; dividirt man noch (— 2)”"*'” durch (— 1)””"+" 
+41 zu @t®— — 1, so bleibt blofs 

(n+2)!5n +1)! 

v!(dAn+1—v)! 
Die Summalion nach v, welche 4 ergiebt, kann jetzt an diesem einfacheren 
Ausdrucke nach dem binomischen Satze ausgeführt werden. Es ist 


u (4n +1)! 
„oo v!(dn+1—v)! 
folglich. da die Zähler, welche » nicht enthalten, bei der Summation als con- 
stante Factoren herausgesetzt werden können: 
4 — nl An+2!ön+N! 
ı=?2 (4n+1)! 


Nachdem nun vor allen Dingen 4 eingliedrig dargestellt ist, kann man diesem 


und vereinigt 2”*°”*! mit 








rn a-+1)* RR ge, 





Ausdrucke verschiedene einfachere Formen geben. Um die Potenz von 2 weg- 


zuschaffen, bemerke man, dafs 2 +7 — 24) = —1, weil 2 zu g=8n-+3 
nichtquadratischer Rest ist; ferner kann man nach der obigen Bemerkung, 
dafs immer alb! = — (—1)" = — (—1), wenn a+db=y—1 ist, statt 


(7n--2)! und (5n--1)! im Zähler, n! und (3n--1)! im Nenner schreiben, 
und statt (4rn--1)! im Nenner. (An--1)! im Zähler; nur mufs man hierbei 
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mit — (— 1)", — (—1)”"*" multiplieiren und mit — (— 1)""*! dividiren, also im 








Ganzen mit —1 multiplieiren, und da dieses — sich gegen Dasjenige, welches 
aus 2*"'' entspringt, aufhebt, so ergiebt sich 
_.  (dn-+1)! 
satt emsug): 
: in (4n+1)! 
r $\ — WI Zn nn She . 
und folglich v PM) Ey ()E— I lanım] 
$. 6. 
Da wegen f" ==? die geraden Potenzen von f den gleichen Potenzen 


von w congruent sind, so hat man, wenn, wie in $.3., u, —,—=ÄA, — 0, 
—B, ,—,—=ÜC, ,—0,—=D gesetzt wird: 
y(f) =ZA-+ Ci-+-f(B--Di), 
sf)z=A—Ci+f(D-+-Bi), 
ff) A-+Ci—f(B-D:), 
y )=z=A—Ci—fD-+Bi); 
und da in $. 3. schon C=0, B—=D gefunden wurde: 
N) Ey M=AHfI-N)B, 
vv PM zEyf)zEA—fl-+HB. 
Verbindet man diese Darstellungsweise mit den Resultaten des vorigen Para- 
graphen, so erhält man A--fi+-9B=A-Bv=0 und A—fi1--M)B 
—= A— Bv== — A. Die erste Congruenz zeigt den Zusammenhang zwischen 
B und f oder B und v, wie er schon in $. 4. angemerkt wurde; mit der 
zweiten Congruenz durch Addition und Subtraction verbunden, liefert sie 
24=—4 und 2Bv=4 (mod. y). 
Der Congruenz 2A== — 4 (mod. y) genügt also A in der Zerfällung „= 4°’--2B“. 
Da #A<ygy<Hg, so ist A der absolut kleinste Rest von — 44 (mod. g). 
und da wir ferner oben in $.4. A== 4(g--1) (mod. 4) gefunden haben. 
so mufs dieser absolut kleinste Rest mit einem solchen Vorzeichen behaftet 
sein, dafs er = +(4--1) (mod. 4) =2n--1 oder, was Dasselbe ist, dafs er 
—= (—1)" (mod. 4) wird. In allem Vorhergehenden ist hiernach der Beweis 
des folgenden Theorems enthalten: 
„Es sei irgend. eine Primzahl y=8n--3 in die Form A’--2B* zer- 


" ' Ä . (4n +1)! 
„lället, so ist A der absolut kleinste Rest von — 4 AHEHET (mod.y), und 





„dieser absolut kleinste Rest wird mit seinem Zeichen = (— 1)" (mod. 4): 
„auch ist A=4r--1—2n, wo ı die Anzahl der Werthe von x aus der 
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„Reihe 1, 2. .... 4{(g—1) bezeichnet, für welche 14-2? achter Potenzrest 
„zu g oder (1--z:»@® == 1 (mod. g) wird.” 


ı 


Der zweite Theil des Theorems ist mir eigenthümlich; der erste Theil 
ist von Stern in einer etwas verschiedenen Weise aufgestellt worden; die hier 
segebene Darstellung, bei welcher aus der linearen Form von g selbst (mod. 16) 
das Vorzeichen von A erhellet, scheint mir die primitive des Salzes zu sein. 
Übrigens ist der Übergang zu der Darstellungsweise von Stern leicht zu 
machen. Bemerken wir zuerst, dafs B nicht gerade sein kann: denn wäre B 
gerade. so hätte man B’==0 (mod. 4), 2B’=0 (mod. 8), y=4°’+2P 
= A’=1 (mod. 8), gegen die Voraussetzung. B ist also ungerade, wie auch 
schon au B=20,—4(gq --1) ($. 3.) erhellet; folglich ist 3°? == 1 (mod. 8). 
2B’=2 (mod.16), y=4’+2, 8Sn-+1== 4’ (mod.16), 4(A’—1)=n (mod.2), 
d.h. n ist gerade, wenn A= +1 (mod. 8), ungerade, wenn A= +3 (mod. $) 
ist. In der Potenz (—1)" kann man demnach statt des Exponenten n auch 


Fa \ ’ (dnt 1)! 
ı / 4? ı selze . ni ’ FREE TON 
3 (4 5 selzen . und deı absolut kleinste Rest von > ” (3 r | 1)! (mod. 4) 


ist 1 (mod. 4). wenn A== +1 (mod.8); dagegen ist er == — 1 (mod. 4), 
wenn A == +3 (mod. 8.); er ist daher =1 (mod. 4), wenn er, abgesehn vom 





Zeichen, = 1 oder =:7 (mod. 8) ist; dagegen ist er == 3 (mod. 4), wenn er, 
abgesehen vom Zeichen, =3 oder = 5 (mod. 8) ist; d.h. jener absolut kleinste 
Rest wird mit posilivem Zeichen aus der Formel hervorgehen, wenn er = 
oder == 3 (mod. 8) ist, mit negalivem Zeichen, wenn er, abgesehn vom Zeichen. 
-5 oder ==7 (mod.8) is. Wenn man die Wurzel des ersten Quadrats in 


1 1._4n+1)! 
ı® n!(dn+1)! 
bestimmt, so gilt natürlich das Umgekehrte. Mit Ausnahme der Primzahl 3 
an +2)(3n+3)....(An+1) statt (An+1)! 

Br" n!(ön-+1)! 
auch noch f oder v, und somit 2, für sich durch eine Congruenz (mod.g) bestimmen. 





der Zerfällung von g durch den absolut kleinsten Rest von 


selzen. Man kann 





kann man immer 


indem man von der leicht zu beweisenden Congruenz f= /I(2— yi) (mod. y) 
ausgeht, in welcher die Multiplication sich auf die Werthe 2—=1,2,....4(g—1) 
und auf dieselben Werthe von y bezieht; ich bin aber in dieser Hinsicht zu 
keinem Resultate von grofser Eleganz gelangt. 


Stern giebt seinem Satze noch mehrere andere Formen. Da er aber 
selbst diese verschiedenen Formen schon eine aus der andern abgeleitet hat, 


worüber man am angeführten Orte nachsehen kann, so ist es unnöthig, länger 
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dabei zu verweilen, ich verlasse daher die Primzahlen 82-3, um mich zu 
denen von der Form 7n-+2 und 7n--4 zu wenden. 


Über Primzahlen 7n+2 und 7n -4. 


$. 7. 


So wie bei den Primzahlen Sr --3 die gewöhnlichen complexen Zahlen. 
so müssen bei denen 7n--2,4, zu welchen wir jelzt übergehen, complexe 
Zahlen von einer anderen Art zum Grunde gelegt werden. Für jene ist die Form 
a’ --b’ nur dann durch g theilbar, wenn « und 5 beide mit y aufgehen; den 
neuen complexen Zahlen mufs in derselben Weise eine Normalform entsprechen. 
unter deren Nichttheiler die Primzahlen y—=?7n--2 und g—=7n--4 gehören. 
Es giebt mannigfache Arten solcher complexen Zahlen; wesentlich ist, dafs 
dieselben dreigliedrig, also von der Form £--yn,+27, sein müssen, weil 
die Anzahl der Glieder eines vollständigen Restensystems solcher complexen 
Zahlen (mod. y) dann =1 (mod.7) wird; ferner ist erforderlich, dafs »,,, n; 
und 7,27, sich linear in 7, und 7, ausdrücken lassen, und dafs man aus der 
Theilbarkeit des Productes zweier solchen complexen Zahlen durch den Modul y 
auf die Theilbarkeit der Factoren mufs schliefsen können. Am bequemsten 
sind jedoch und ereignen sich am besten für die folgenden Untersuchungen die- 
jenigen complexen Zahlen, auf welche ich in meiner Ahhandlung über die 
cubischen Formen mit drei Variabeln geführt wurde. 


Es sei { eine siebente und @ eine dritte primitive Wurzel der Einheit. 


%. 


= —0, +e+1=0. Man bilde die 3 ar Perioden aus 


Tten Wurzeln der Einheit + °=P,5°+5°=P,, °+5*—=P;,; auch kann 
man noch —= P;, P,=P,, P,—=P,, P;—=P,, u. s. w. einführen. Die zu 
betrachtenden complexen Zahlen werden nun von folgender Form angenommen: 
21(y+z0)P+reP+eP)+(yrzo(Pt+eP-+eP)=ae+yn-+zn, 
wo X, y, 3 irgend drei gewöhnliche reelle ganze Zahlen vorstellen; hier- 
bei ist, wegen oe" = d+0= —1: 1n=2P,—P,—P, =3P,--1., 
1, = — P,+2P,—- P,;, = 3P,--1, also enthalten die complexen Zahlen die 
Cubikwurzeln der Einheit eigentlich nur scheinbar und bestehen in der That 
einzig aus den zweigliedrigen Perioden P,, P,, P,, sind jedoch nicht mit den 
direct aus diesen Perioden zusammengesetzten complexen Zahlen von der Form 


also 


xc-+yP,+zP, zu verwechseln; ferner ist P,+-eP.+0’P, — — (72 -30)). 
Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XXXVllI. Heft 2. 15 
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P,--e@P,-oP, -Y(7 (2-+-30°)), das Product beider Cubikwurzeln ist — 7; 
durch 7. 73» 74, -... werden die Werthe bezeichnet, in welche », übergeht, 
wenn in 7, statt { nach und nach T, I, T*, u. s. w. gesetzt werden; man hat dann 
ZZ, Na DEE es u.8.Ww, n+9-+=3(P,-P,-P,--3 
=0, Nur 4ER, nF —ngurgE', wo E und E’ ganze complexe Zahlen 
aus z, und 7, sind. Die dich Zahl &--yn,--27, werde in ihrer Ab- 
hängigkeit von { durch #'{) bezeichnet, so dafs allgemein 


Fu) = x»-4-y(14+3u+3W)+2(143W--3%) ist. 
Setzt man 2430 =p, ?-+-30=p, di so ist 
F'\c) — nen —= r--(yr2e rap +(y+zo)} 72: 
FÜ) = Fi) nr ar Vom+r+ so)er(om). 
FO) — FH — aHtytz)oylpp)t(y-+zo)eY(pp). 


Das Product FÜ) FT) FT en ; ist einer aus X, y, x zusammengesetzten homo- 
genen Form dritten Grades mit reellen ganzen Coöfflieienten gleich, nämlich 
— 2 pp (y--zo)’--pp(y-+zo”’—3pxr(y-zo’)(y--zo), und diese Form 
kann durch eine Primzahl g="n-+2 oder 9g=?7n- 4 nur dann theilbar 
sein, wenn 7, y, x es alle drei sind, also wenn FT) durch g theilbar ist; 
denn die Divisoren jener Form sind, wie z. B. aus meiner Abhandlung über die 
eubischen Formen mit drei Variabeln erhellet, die cubischen Reste zu 7, also die 
Primzahlen {n+1. Wenn zwei solche complexe Zahlen, wie wir sie hier 
betrachten, FT) und 2), beide nicht durch g theilbar sind, so kann auch 
ihr Product nicht durch g theilbar sein; denn wäre dies der Fall und hälte 


man F' AD: =0 (mod. y), so wäre auch, indem man mit F'()F(T) mul- 
tiplieirt und SFC )EF(S)==yg setzt, 9.F"()==0; also wären die mit y 


multiplieirten Coöffisientän von F’(T) durch y theilbar: da aber y ganz reell und 
nicht durch g theilbar und g eine Primzahl ist, so müfsten die drei Coöfficien- 
ten von F"({), also F’({) selbst, = 0 (mod.4g) sein; gegen die Annahme. 
Da der analoge Satz bei den reellen Zahlen die Grundlage aller Untersuchungen 
über Congruenzen bildet, so lassen sich für die hier vorkommenden complexen 
Zahlen F'(Ö) in Beziehung auf den Modul g dieselben Behauptungen aufstellen, 
wie für reelle Zahlen. Ein vollständiges Restensystem (mod. 4) umfafst g' 
complexe Zahlen, welche man erhält, wenn man die drei Coöfficienten x, y, 2 
alle unter einander incongruenten Zahlen (mod. y) durchlaufen läfst; bei einem 


redueirten Restensystem, welches 9’ —1 Glieder enthält, wird die Combination 


r==0, y==0, z2=0 ausgeschlossen. AMultiplieirt man alle Glieder eines 
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solchen reducirten Restensystems mit einer bestimmten, nicht durch 4 theilba- 
ren complexen Zahl #’(Ü), so werden die Vielfachen wieder ein redueirles 
Restensystem bilden; das Product aller Vielfachen ist == dem Producie aller 
Reste, und wenn man auf beiden Seiten mit dem Producte aller Reste dividirt. 
so erhält man F{Z)"'=1 (mod. g). Man hat ferner, nach einem jetzt allee- 
mein bekannten Prineip, FO) = Fön, FI = Fo = FC), Flo 
—= Cry = FC") = FT) (mod. g), und hieraus wiederum Für, 
wenn F'(Z) nicht durch g theilbar ist. FO) Fon, 2. (S”) fallen resp. mit FÜ). 
FC), EC) oder resp. mit FI). FÜ). C’) zusammen, je nachden 
—=?2 oder g=4 (mod.7) ist. Wenn in 5 Daik von complexen Zahlen 
ohne weitere Bemerkung die Rede ist, so sind immer solche von der Form 
2--yn,—-2xn zu verstehen; g ist stels eine reelle ungerade Primzahl von der 
Form 7n--2 oder ?7n--4. 
Da „’=1 (mod.7), also 7 ein Theiler von g’—I ist. so läfst sich 

leicht beweisen (wie bei den reellen Zahlen), dafs die Congruenz f’ 1 (mod. 4). 
aufser der Wurzel f==1 noch sechs andere complexe Zahlen zu Wurzeln 
hat; es sei f eine dieser letzteren *). Setzt man g„"’—1=Te, so ist k“ 
=] (mod.g) für jede nicht durch 4 theilbare complexe Zahl A: demnach ist 
k“ einer Potenz von f congruent, und da es nur 7 incongruente Potenzen von 
f giebt, so theilen sich hiernach alle „’—1 Glieder k eines redueirten Resten- 
systems in 7 Classen. Die erste Classe enthält diejenigen 4, für welche 
k==1; die zweite Classe diejenigen, für welche k’== f, u. s. w.; endlich 
die siebente Classe enthält diejenigen k, für welche k=f” (mes g) 
Durch das Symbol [%] sei eine Potenz von { bezeichnet, und zwar mit dem 
Exponenten derjenigen Potenz von f, welcher - congruent ist, so dafs 
[k]—=1, wenn “=1, [A]={, wenn A°= u. s. w., [4]={£", wenn 
== f® (mod. 9); beiläufig bemerke man, dafs Mejöligch k, für welche [k] =1 





ist, die Tten Potenzreste (mod. 4) unter den complexen Zahlen sind. Für diese 
Symbole gelten nun wieder dieselben oder die analogen Relationen, wie für 
die in den vorhergehenden Paragraphen vorkommenden Symbole, nämlich Al 
— [kl], [kP=[%”), [A]=[A], wenn k = 4 (mod.g), [X] = [k] = 

[4] —= [Ak], [4°] =[%"], wenn v =v' (mod. 7); ferner [F{)]’ = Ren). 





*) Es bedarf kaum einer besonderen Erwähnung, dafs für f nicht © genommen 
werden darf, eben so wenig wie in $.1. ® für f, da hier nur von complexen Zahlen 
aus zweigliedrigen Perioden und nicht von solchen die Rede ist, die überhaupt aus 7ten 
Wurzeln der Einheit bestehen. 


15 * 
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ES —= [FC], [FO [FXö)]. Wenn F'{) einer reellen ganzen Zahl « 
gleich ist, so hat man #'(57) = F'{), also [a]? = [a], [@]’" = 1, also [a] —=1, 
wenn g—=?7n-2, [a’—=1, wenn 9=?7n-+4; aus [a]’=1 folgt aber, 
wenn man auf beiden Seiten zur Öten Potenz erhebt [a]' = [«] =1, also ist 
in beiden Fällen [a] = 1, wenn a eine reelle ganze Zahl ist; diese letztere 
Bemerkung wird im folgenden Paragraphen namentlich angewandt werden. 

Drei complexe Zahlen, wie F{), FÜ?) und F'({°), mit denen resp. 
FI), #7), FC übereinstimmen, heifsen conjugirt. Da aus der Congruenz 
zweier complexen Zahlen die Congruenz ihrer conjugirten Zahlen folgt, so ist 
es erlaubt, statt aller Glieder eines reducirten Restensystems deren conjugirte 
Werthe zu setzen; d.h., wenn F'({) ein reducirtes Restensystem durchläuft, 
so werden F'(Z?), so wie F'(C°), also auch F'{7), F(5°) ein solches durch- 
laufen. Noch einige andere Sätze, welche nachstehend benutzt werden, sind 
so evident, dafs es unnölhig wäre, uns bei denselben aufzuhalten. 


S. 8. 


Den Summen in $.2. analog betrachten wir hier die Summen $,; 
— I [A]’[A’]”, in denen v irgend eine, nicht durch 7 theilbare reelle ganze Zahl, 
also z. B. eine der sechs Zahlen 1, 2, 3, 4, 5, 6 vorstellt; die Summation 
bezieht sich auf % und A’, welche beide ein reducirtes complexes Restensystem 
(mod. y) durchlaufen und dabei der Bedingung k—-kK=1-+«n, + Pr, (mod. 4) 
unterworfen werden, wo « und 5 irgend zwei gegebene reelle ganze Zahlen sind. 
Setzt man, wie in $&.2, k=KÄ'l, so ergiebt sich S —= I [AT] [X] = Z]l), 
mit der Bedingung A(l-+-14)=1--«n,+Pßn, wo A und ? reducirte Resten- 
systeme durchlaufen; der letzteren Bedingung X(l-+1)= 1-+en--Pn ge- 
nügend entspricht jedem Werthe von / ein und nur ein Werth von X’, mit 
Ausnahme von = —1, für welchen Werth von 2 die Bedingung überhaupt 
nicht erfüllbar ist. Da nun A’ in dem allgemeinen Gliede der Summe nicht mehr 
vorkommt, so erhält man S—= F[7P—[—1J, wo sich die Summation auf 
alle Glieder / eines redueirten Restensystems bezieht, ohne dafs weiter irgend 
eine Beschränkung Statt fände. Da » der Voraussetzung nach nicht durch 7 
theilbar ist, so hat man ZJ/ = e(1+J°-+....+{°°%)=0, und da —1 eine 


Y 


reelle ganze Zahl ist, [—1]=1, folglich S,, = —1, für jeden Werth von 


e und pP. 
Die Anzahl der Combinationen aller incongruenten Werthe von « und A 
ist 9°; demnach die Summe aller S, ,, wenn für «, P alle diese Combinationen 
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geselzt werden = —g'; man kann z.B. « alle Zahlen 0, 1, 2,.....gy—I 
und, davon unabhängig, 5 ebenfalls alle diese Zahlen durchlaufen lassen. 

Andrerseits verwandelt sich, wenn « und 5 aus gegebenen oder ste- 
henden Werthen in laufende Werthe übergehen, die Bedingungscongruenz 
k+-kK=1-+on-+ pn in die einfachere Bedingung, dafs die Summe der bei- 
den ersten Theile von & und von 4’ der Einheit congruent sein soll, oder wenn 
man k=c+yn +27, KV=x+yn-+2zmn setzt, in +2 =1 (mod. g); 
es ist daher — 9’ = [A] [A], mit der Bedingung c-+x' 1. Es sei 
diese neue Summe, welche als der Complex aller y° verschiedenen 8, , er- 
scheint, —= T. 

Da in der Bedingungscongruenz, welche für 7 Statt findet, y, 2, y’ 
und 2’ nicht vorkommen, so zerfällt jeder Theil von 7’, welcher einem ste- 
henden Werthe von x und einem dazugehörigen von x’ entspricht, in das 
Product zweier Summen I[k]’ x &[A']”, deren eine sich auf y und z, die 
andere auf y’ und 2’ bezieht. Wenn die stehenden Werthe von x und = 
beide von O verschieden sind, so ist es erlaubt, zy, zz an die Stelle von y 
resp. 3 und x'y', x’z’ an die Stelle von y’ resp. 2’ zu setzen; hierdurch geht 
[4] in [e][1+yn+ 2%], so wie [X] in [x=’J][1+-y'7,—+2’n,] über. Da nun 
[2] = [x’] = 1 ist, so wird dieser Theil von 7’, welcher dem stehenden Wer- 
thenpaare x, x’ entspricht, = F[1+-y+ 2%] x Z[1+-y'7,+2'n,]”, also 
von z und x’ unabhängig. In der zweiten Summe kann man auch die Accente 
von y und z weglassen, da die accentuirten mit den nichtaccentuirten Buch- 
staben nicht mehr in derselben Summe gemischt vorkommen, und diese diesel- 
ben Werthe wie jene durchlaufen. Die zusammengehörigen Werthe von z und 
x', deren Summe = 1 (mod. g) ist, sind, wenn keiner von beiden = 0 (mod. 4) 
sein soll, folgende: 2, y—1; 3, 9g—2; 4, 9—3; u. s.w. bis y—1, 2; 
der Anzahl nach „—2; und da die ihnen entsprechenden Theile von 7" alle 
einander gleich gefunden worden sind, so ist derjenige Theil von 7, für 
welchen überhaupt weder z noch &’==0 ist, und welcher mit U bezeichnet 
sein mag, 

U= „—2)21-+yn+2%]- ZS1+yn+2n]”. 

Es bleibt noch der der Combination 2=0, «'’=1 und der der Combi- 
nation 2=1, z’==0 entsprechende Theil von 7'; diese beiden Theile von 7 
seien durch V und W bezeichnet, so dafs T’—= U-V--W. Man findet dann 
V= Flyn+zn- Ar ynm+zn]”; 

W= Zli+yn+zn)- Zr m+zn]”. 
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In Y ist unter den Werthen von y und x, in W unter denen von y’ und ’ die 
Combination 0, O auszuschliefsen. Um V und W auf die bequemste Weise mit U 
vereinigen zu können, betrachte man die Summe I|kP = F[e-+yn,-+ zn], 
in welcher 4% ohne alle Beschränkung die sämmtlichen „—1 Glieder eines 
complexen redueirten Restensystems (mod. 4) durchläuft, also x, y, 2% die 


Zahlen 0, 1, 2,.... g—1, oder die ihnen congruenten, mit Ausschlufs der 

Combinalion 20. v==0, z2==0, durchlaufen. Diese Summe, welche ver- 

schwindet, da sie = e(1--5-+....--[°) ist, zerfällt in die beiden Theile 
[yn sn Fler ynm rn] = 0, 


wo im ersten Theile die Combination y=0, z2=0, im zweiten der Werth 
x 0 auszuschlieisen ist. Setzt man, was im zweiten Theil erlaubt ist, xy, 
im «u in Sta r - x F Dam. id ’ = t »4 I u 

xx an die Stelle von y resp. 2, so geht [ae +yn, +2] in [e] 1 +yıı + 7] 
über; da nun [e]==1 und 49—1 die Anzahl der Werthe von x ist, so wird 


der zweite Theil = (y—1)F[1+-yn—+2zn,]’; der erste Theil, welcher hier- 
nach = — (y—1)F2][1--yn,-+-2z7,]” ist, stimmt mit dem ersten Factor von V 


überein und geht in den zweiten Factor von #’ über, wenn —v slalt v ge- 
setzt wird; FW und 53V redueiren sich demnach auf den gemeinschaftlichen 


WeVY=W = — —1)F1-+yn+zn])- F1+ym-2zn7]”, nämlich 
auf das — (4 — I)lache desselben Products, dessen g— 2faches den Werth von 
U giebt. Zieht man jetzt die Werthe von Ü, V und WW zusammen, indem man 
erwägt, dafs „— 2 — (y—1)— (—1) = —g, so wird T= dem — gfachen 
jenes Produels, und da andrerseits T— — g’ gefunden wurde, so erhält man 


’ nu a 
(1.) / — Z1+-yn+2zn%])”-z[1+3, m-+2n)] r 
als Endresultat der Betrachtungen dieses Paragraphen. 


$. 9. 

Selzt man 1--yy,+-2m= FC), so bezeichnet F'(Z) die Gesammtheit 
aller Glieder eines Resiensystems (mod. 4) von complexen Zahlen, deren 
erster Bestandtheil = 1 (mod. y) ist; dieselben Glieder oder ihnen congruente 
sind auch durch #'(S“) bezeichnet, wenn « irgend eine nicht durch 7 theil- 
bare reelle ganze Zahl ist; denn incongruenten Werthen von F'(Z) entsprechen 
ebenfalls incongruente Werthe von #'(“), und der erste Bestandtheil in F'({*) 
fällt mit dem ersten Bestandtheil von #) zusammen; denn es ist1+yn+z7, 
— 1—-rn+(y—s)n, 1-ynF2n =1+(8 —-y)m—yn U.8S.w., wenn 


man vermittels 7,-—-7%--n73 = 0 und der übrigen Relationen zwischen den 
verschiedenen n alle hier vorkommenden Functionen von [, so oft es angeht, 
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auf dieForm a+bn,—+cn, bringt; der Werth von « wird ihr erster Bestand- 
theil genannt. Hieraus folgt I[ FI“) — F[F(Ü)y für jeden nicht durch 
7 theilbaren Werth von «. Wir wenden diese Bemerkung namentlich auf den 
Fall an, wo ug oder 4° ist. Da F(C)'== FI"), so hat man [FXL)]’ 
—[F(Cr)], also Z[ FC)? = F[FXS)], was sich nach der vorhergehenden 
Bemerkung auf Z[F'{)] redueirt; in ähnlicher Weise findet man Z[FL)" 
er 9) — EI FO). Der Werth der Summen von der Form zn C’] 
— I[1--yn,--2n,]” bleibt demnach ungeändert, wenn man 4” oder gr an 
die Stelle des Exponenten » selzt. Es mag nun 49=?2 oder =4 (mod. 7) 
sein, so sind immer die drei Zahlen v, qgv und y’v den drei Zahlen 1, 2. 4 
oder den drei Zahlen 3, 5, 6 in irgend einer Reihenfolge (mod. 7) congruent: 
erstere sind die quadratischen Reste, letztere die Nichtreste (mod. 7); die obigen 
Summen Z[ FI) = F[1-+-yn,-+-z7,]’ haben daher für alle sechs Werthe 
von v nur zwei verschiedene Werthe, nämlich einen gemeinschaftlichen Werth 
für v—=1, 2, 4 und einen zweiten gemeinschaftlichen Werth für » —=3, 5, 6 
Wenn endlich » durch 7 theilbar ist, so erhält man eine Summe von y° Ein- 


heiten; für solche Werthe von v ist also der Werth der obiven Summen —= «‘. 
5 8 / 


Es sei o, die Anzahl der Werthe von y und z, für welche [F/Ü)]—=1. 
d.h. FO ==1 ist, o, die Anzahl der Werthe von y und x, für welche 
IF\E)]=S, d.h. Fö =f ist, u. s.w., endlich o, die Anzahl der Werthe 
von y und z, für welche [F({)] = 5°, d.h. F'(5)° = f" (mod.y) ist. Setzi 
man FUTURE für jedes beliebige «, 


GF-OHU-RU--....-0U — y(u), 


so ist I[F(O)] = y(T) für jeden Werth von v. Das Resultat des vorigen 
Paragraphen läfst sich dann wie folgt schreiben: 


2) = y)yET), 
für jeden nicht durch 7 theilbaren Werth von v. Nach dem, was wir vorhin 


“.) 


gefunden haben, ist PL) — yI—=Il), POP) —gyE) und gi) 
—4; hieraus folgt unmittelbar 0, = 0, —= 0,, 0, = 0, — 0,, und dafs die Summe 
aller sieben o gleich g° ist. Setzt man demnach der Kürze wegen die drei- 
gliedrigen Perioden ++ =%4, --5°-+[°=%9', so nehmen die com- 
plexen Zahlen y, welche aus siebenten Wurzeln der Einheit zusammengesetz! 
sind, die einfachere Form 


ve‘ 


pis) 


p(C”) 





I) = pe) = nnd vn 
p(& 2) Veh p(5°) = G,--0 0,9 .. 0, Pr 


\ 














120 7. Eisenstein, zur Theorie der Primzahlen 8n-+3, Tn+2 und Tn-+4. 


an, während allgemein p (u) = 0,40, (u+ Wu) 0o,(W-w--u°) ist; fer- 
ner ist 0,3 H+3R—Y. 
Bekamntlich ist 9-9 — —1, 9— 9 —= y—7, und zwar I$— 9 
— --2y7, wenn S== 005% r7--?sin#rr genommen wird. Mittels dieser beiden 
Gleichungen kann man 9% und 9 aus den Werthen von Y(£) und y(£°) eli- 
miniren. Setzt man 0,—4(09,—+0)—= A und 4(0,—0,)—=B, so ergiebt sich 
ya) = pe) = pl) = A4+BY-7, 
VI») =Iy) = yA) = A BY-7; 
demnach wird aus (2.): 
2) 9 = (dA4+ BY) (A By) = A-7B}, 
wodurch die Zerfällbarkeit von g in die Form A4’--7B? a priori dargethan 
ist und die Elemente der Zerfällung selbst bestimmt sind. 
Es bleibt noch nachzuweisen, dafs A und B ganze Zahlen sind. Sicher 


| 


sind 2A = 20, — 0, — 0, und 2 B = 0, — 0, ganze Zahlen; setzt man 2A—4). 
2B=DB, so wird 449 = A"--7B”, und da g ungerade ist, so hat man 
nach dem (mod.8) 4y=4, 4= A”’--7B”" = A" — B”. Zunächst müssen 


also A’ und 2’ entweder beide gerade oder beide ungerade sein, weil sonst 
die Differenz ihrer Quadrate ungerade wäre: es können aber auch nicht A’ 
und 23’ beide ungerade sein, denn in diesem Falle wäre A"=1, B"=1, 
also A"— B" = 0 (mod. 8), während A?— BB" = 4 (mod. 8) sein soll: 
es sind also nothwendig A’ und B’ beide gerade und demnach A und B 
ganze Zahlen. 

Die Gleichung 0,-—-30,+-930, = g, welche ausdrückt, dafs die Summe 
aller o gleich g° ist, erhält eine besondere Wichtigkeit, wenn es sich darum 
handelt. das Vorzeichen zu bestimmen, mit welchem der Werth von 4A in 
der Zerfällung A’--7B’ aus den hier angestellten Betrachtungen hervorgeht. 
Behandelt man jene Gleichung als Congruenz nach (mod. 7), so hat man durch 
Multiplication mit 2, und wenn man —1 statt 6 schreibt, 2, —- Hy =2g 
(mod. 7). d.h. mit Berücksichtigung des obigen Werthes von A, 2A=24, 
A== y (mod.7). Wenn also y=17n--2, so ist A=4, und wenn = ?7n--4. 
so ist 4:= 16 ==2 (mod. 7). Es könnte auf den ersten Anblick befremden, 
dafs von den sechs Resten. welche überhaupt eine nicht durch 7 theilbare 
Zahl (mod. 7) lassen kann, jedesmal nur einer derselben zur Bestimmung 
von A auftritt; aber es ist zu bedenken, dafs das Quadrat von A schon « 
prior? nach dem Modul 7 bestimmt ist, indem aus der Gleichung qg = 4°’--7B°’ 
die Congruenz A’=g (mod. 7) folgt: für y=7n-2 kann also überhaupt 














7. Eisenstein, zur Theorie der Primzahlen 8n+3, 7n+2 und Tn+4. 121 


nur A=+4 und für =7n-+4 kann überhaupt nur A=+2 (mod. 7) 
sein. Das vorhin gefundene Resultat lehrt nun, dafs, wenn man A nach der 
Methode dieses Paragraphen bestimmt, in den eben geschriebenen Congruenzen 
nicht das untere, sondern slets das obere Zeichen genommen werden muls:; 
für —=?7n--2 wird sich demnach A als positiv oder negativ er je 
nachdem es, abgesehn vom Zeichen, =4 oder =3 (mod. 7) ist, und für 
y==Tn--4 wird sich A mit positivem oder negativem Zeichen RE je 
nachdem es, abgesehn vom Zeichen, =2 oder =5 (mod. 7) ist. 

Ich verweile nicht bei Bemerkungen, welche denen in der zweiten 
Hälfte des $. 4. analog sind, sondern gehe zu der Bestimmung von A durch 
eine einfache Congruenz (mod. y) über. 


$. 10. 


Da sich nach den zwischen den sieben Anzahlen o gefundenen Rela- 
tionen p(“) für jeden Werth von vw auf +0, (u-+-wW--wu)+o (u + u --w) 
redueirt, so hat man, mit Rücksicht auf die ge f'=1 (mod. g): 

ve) Ey F)zEypf) = o- PR: 0,0, 
ef)zEyf)=Eypf) = ni 0,0'--0,0 (mod. g), 
wenn der Kürze wegen 


-fF-f=°9 FP+f-+f = 0 


JS 


geseizt wird. Es zeigt sich leicht, dafs 9-0'= —1 und (Od — O'’ = —7 
(mod. 4) ist; es ist also O— ©’ eine Wurzel der Congruenz v’ = —7 (mod. y). 


Mittels der im vorigen Paragraphen gefundenen Werthe von A und B er- 
hält man demnach 

y(f) = A4A+Bv, yf’) = A—Br, also 
i A=zypf)tPf), ?2Bvrz=yfN)—yf). 
Übrigens wird zur Ableitung des hier besonders wichtigen Resultats 24 
=g(f)-+yf?) die Kenntnifs der Congruenz (9 — O') = —7 nicht erfordert. 
sondern man reicht schon mit O9--0’= —1 aus, denn durch Addition der 
obigen Congruenzen erhält man (f)+-y(P)=ERrn,-+0,(09+0)--0,(0'-- 0) 
—=20,—0,—0%=?2A. Es kommt jetzt auf die Bobeläihe von p(f) und 


g(f?) (mod. q) an. 
Setzt man wiederum I+yn+zn=F({), so ist 


\ PR 2 ee 
ZH Er =— 9,-+0,f” of r + .o.. 4-05 ‚= = (f?) 
wie aus der Bedeutung von o,, 0, u. S. w. ARD ARE man ne also p(f”) 


durch die Summe Z#({5)’ ersetzen. 
Crelle’s Journal f. d.M. Bd. XXXV I, Heft 2, 16 


| 
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Der Grad des allgemeinen Gliedes dieser Summe in Bezug aufy und z 
ist ve=4(y—1)v; um diesen Grad möglichst zu erniedrigen, ordne man ve 
nach Potenzen von g, deren Coefficienten nicht negative ganze Zahlen <y sind, 
ve=0-.9--yg, so dafs gewissermafsen Po die Ziffern von ve in einem 
Zahlensystem mit der Basis 4 sind. Wenn man nun F'(Z’) für #5)’ und 
EC") für un substituirt und noch der Kürze wegen F({)=1-yn,+zn; 
—k, FN)=1l+yn,+2zn,=k, FC =1+yn: +25 K" setzt, so 
erhält man 


Fo" —= Fiöoytert® — kekk", also 

EF(C” = y(lf’) = Ehkh kr (mod. g). 
Wenn in Bezug auf eine ganze Function w(y,x) von zwei Variabeln 
v und x, als allgemeines Glied die doppelte Summation über alle Werthe von 
y und z aus der Reihe O0, 1, 2, 3, .... g—1 ausgeführt werden soll und 
der Rest der Doppelsumme (mod. 4) gesucht wird, so braucht man nur die- 
jenigen Terme der ganzen Funclion w(y, 2%) beizubehalten, in welchen so- 
wohl der Exponent von y als der Exponent von z durch 9—1 theilbar ist, 
ohne Null zu sein: denn es ist FI y“ 2 — Fy“. > 2“ durch g theilbar, so 
oft einer der beiden Exponenten « oder « (oder gar beide) nzcht durch 
y—1 theilbar ist; auch dann, wenn einer der beiden Exponenten = 0 ist; 
dagegen wenn ı. und w positiv und beide durch y—1 theilbar sind, so ist 
SI y“2"{z(g—1)(g—1)=-+1(mod. 4); und daher ist überhaupt Fwy(y, 2)= 
der Summe aller derjenigen Coöfficienten in w(y,%), für welche der Expo- 

nen! der zugehörigen Potenz von y sowohl, als auch der von 2, >0 und= 


(mod. y—1) ist, d.h. Fwy(y,z2)== der Summe der Coöfficienten von 
via ri ya, ya) a2), v9 g? rn u. Ss. w. 


“ 


in w(y,2&)”*). Diese Terme sind von der Ordnung 2(y—1), oder von hö- 


u/ 


“ 


herer Ordnung; wenn nun der Grad von w(y,%) noch unter 2(g—1) liegt, 
so ist Fwy(y,2)=0 (mod. g). Dieser letztere Fall findet für unsere obigen 
Summen Statt, wenn &-+P+y<R(gq—|1) ist. 

Die Werthe von «, /, 7 werden auf folgende Weise gefunden. Setzt 
v"q (mod. 7), woraus wiederum v’= vg (mod.”) folgt, 


und nimmt hierbei », v’, »" alle drei < 7 an, so hat man 
vır —v' A Se ns = — ER e- 1 una 
erg) +4ogrn) = gH4oef—r)treg—n), 


ee 
g' og) + Heg—v), 





man v=zrg, v= 


ı\_| 


l 

T\ 
/ Fa) 2 " | az ’ 
Pryr)=4obg—rN)+rog—r) 





*) Ahnliches für ganze Functionen von » Variabeln bei »facher Summation. 
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demnach e=4+(vy— vr), P=4(r"g—r'), y==4{rg— vr"); bildet man nun 
die Summe «--P--y, auf welche es hier besonders ankommt, so erhält man 
a+ß+y=H4{v+rv" + rn)g—(v+rv +") = 4r+rv4r")(g—1). Wie 
man sieht, sind v, v’, v" entweder die drei quadratischen Reste (mod. 7). oder 
die drei quadratischen Nichtreste <7, in irgend einer Reihenfolge: die Summe 
der Reste 1--2--4 ist 7, die Summe der Nichtreste 3--5--6 14, daher 
e+PB-y—=g—1 oder =2(y—1), je nachdem » quadratischer Rest oder 
Nichtrest (mod.7) ist. In Verbindung mit den obigen Betrachtungen folgt hier- 
aus, dafs p(f), y(f’) und p(f‘) alle drei durch g theilbar sind; für die drei 
übrigen Werthe von » wird p(f”) = dem Coöffiecienten von y’='z77' in 
kr. Man könnte nun diesen Coefficienten suchen: aber man stöfst hier- 
bei auf Schwierigkeiten, indem die Masse von Gliedern, aus welchen er be- 
steht. so viel ich sehe, keiner einfachen Summation fähig ist; auch will ich 
den Leser nicht durch Aufzählung der vergeblichen Versuche ermüden, welche 
ich zur Auffindung eines einfachen Ausdrucks für den in Rede stehenden Coöl- 
ficienten angestellt habe, sondern gehe zu einer andern Methode über, durch 
welche diese Schwierigkeit, wenn nicht überwunden. so doch umgangen wird. 
Es hat auch übrigens nichts Überraschendes, dafs ein Ausdruck, welcher an 
sich nicht einfach dargestellt werden kann, einen Rest (mod. 4) giebt, der 
allerdings auf anderem Wege eine einfache Darstellung zuläfst. 


8. 11. 


Eliminirt man aus den drei Congruenzen 

ne E pt m y „ ee RE mn Br / „ ee. Si J fr J “> } 

k=1+yn+t2%n, kKk=el+ynt2ng K=l+yngetzn, 
die beiden Variabeln y und x, so erhält man eine lineäre Relation zwischen 4, 
/' und A”; nämlich k-+-%--k"= 3, vermöge welcher A’ = 3— k — k' (mod. 4) 
gesetzt werden kann, indem 7, +7,42. = Ne Na, + Na = N+ mn 0 
. . . r 2 EEE a ” ” , h . 
ist. Hiernach wird ZA KR" = EkkP(3—k— k)’—S. Entwickelt man 
(3—k—k') nach Potenzen von k und A’ und setzt irgend einen Term dieser 
Entwickelung —= 4-k’k", wo also Ö und & beide nicht negativ sind und ihre 


Summe d-+2=_y ist, so besteht die Summe $ aus lauter Termen von der 


Form 4-2 k“t’k'’**, Ich behaupte nun, dafs von allen diesen Termen, deren 
Inbegriff durch 4-7’ bezeichnet sein mag, so dafs T— I%k“*"k'**, nur der- 


jenige beizubehalten ist, für welchen «--d=g—1 und zugleich $ +1. 
indem für alle übrigen T==0 (mod. 4) ist. Wenn zuerst («--0)-4-(B-+2)< U g—1) 
ist. so hat man nach dem Obigen sofort T==0 (mod. g); die Summe beider 
16 * 
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) 


Exponenten @-- d und P-+e kann nie gröfser als 2(y— 1) werden, denn 


+2 y giebt «+-d-4-P +8 @-+ß--y, welches letztere, wie wir gesehen 
haben, nur =y—1 oder = 241); es bleibt also nur noch der Fall zu 
betrachten, wenn die Summe beider Exponenten —=2(y—1) ist; was dann 





Statt finden kann, wenn &-+9--7=2(y—1) ist, also für v—=3,5,6. In 
diesem Falle sind die folgenden drei Annahmen möglich: 1) e+d>ygy—I1, 
P+E:<g—l, 2) e+d<g—1l, P+:.>gy—1, 3) ae +d=gy—1, P-+e 

a7 fr Für die erste PO selze man @-+d=4g--x, für die zweite 
P+E=4-+x%, wo 0=Z2<{g; im ersien Falle hat man ker) — kt kh', 
also T= AA; hier ist die Summe der Exponenten z und P+e+1 
wiederum <2(y—1), also T=0, denn offenbar ist «+8 <2%(gq—1), also 
2<4— 2, ferner +e+-1<g, folglich + P-+e+1<2g—2. Im zweiten 
Falle, wenn +8 = gt2>g4— I, hat man AH = k"h", T= kt k", 
und hier ist ebenfalls die Summe der drei Exponenten @+-Ö, z und 1 kleiner 
als 2/9 —1), mithin T==0. Es.bleibt also schliefslich, wie oben behauptet, 
der Werth von 7 nur für die Combination e+d—=y—1, P+e=g—1 zu 
betrachten und man hat 

S = I. 2zkI1KT!, 


wo 94 den Coöffieienten von A’ A’ — kT!=« A771? in der Entwicklung von 





(3 — k— A')" bedeutet, während «&+ß-+y=2(y—1), also 

= y—-1i1-—-e)+(g—1-—P) 
ist. Da das Glied, als dessen Coöffieient 4 erscheint, von der Ordnung 7, 
also von der Ordnung des zu entwickeinden Ausdruckes selbst ist, so braucht 
man blofs (—k— 4’) zu entwickeln und kann die Constante 3, welche blofs 
in Gliedern niederer Ordnung vorkommt, weglassen; der binomische Satz giebt 


+‘ 
° 


(—1— a) (g—1— p)! : 





dann d=(—1)/ wofür man auch «!/!y! setzen kann. 


Es bleibt noch die Summe I’A’""A'7"" (mod. y) zu untersuchen. Der Coöfficient 
von y’='2’7" in A77'A'77" stimmt mit dem Coöfficienten desselben Potenzproducts in 





TEE NOREEN Ma) Sara nun ist in Hinsicht auf die Coefficienten 
nn Lem gel —. "m; +?’ N, — 1.911,01 .g—? ga, g=3 „2 9” 

(\vNTr—n a Se 7 — 237 nr zn a — 

7 a7 12) Y +37, J ii ) ıı 12 F Y 1 "m elc. 

(fm O—— Y 

. + 271777" (mod. q), ebenso 

” io \gel — 1.9-1,9 1 u. g9— 4739? ER Zu % gq—-1,0—1 

(INT Tg, =y Pr ) ‘2 zn N y" i'm 1i2q is {| 2" N2g ’ 

folglich ist ZA dem Coöfficienten von y’-'z2’”' in dem Producte 


der beiden eben geschriebenen Reihen, also 
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nämlich EA Klik : für y=7Tn--2, und = u Marke für y—7n--4, 
CM ya N; —n, N, 


wenn man den Begriff der Congruenz auch auf Quotienten ausdehnen will, 


der Weise, dafs P= = nichts anderes bedeutet, als RP == 0; nur darf hier- 
bei nicht R==0 sein. Die an gefundenen Ausdrücke vereinfachen sich, wenn 
man bemerkt, dafs immer («+-5)’— (ga-+-g°b)(g’a-+ob) —= 2ab— (0’-+0*)ab— Zah 
für irgend zwei Gröfsen « und d ist. Wenn nun von den drei Verbindungen 7), , 7)», ?): 
irgend eine derselben — «-+-b gesetzt wird, so sind die beiden andern von der 
Form ga-+0o°5 und o0’a--obd, wobei ab—7 ist; hiernach findet man 7, — 7), 
— m NM—=M—Nm—=3ab— 21, demnach ist Ik! k’7 = 1 (mod. y). 
Endlich ergiebt sich also aus allen diesen Bördehtähten yo P)=N 
Pi (—A)rr! 
gt e) (gl P)! T 
da oben für A in der Darstellung y = A’-+7B?’ die Congruenz 2A = 
gtf)--gY(f’) gefunden worden war, p(f) aber =0 ist, so hat man jetzt 
(—Mry! 
(1 —1— a) (y—1—2)! 
tene Theorem in seiner definitiven Gestalt aufstellen zu können. mufs man 





I 


= a!ß!y! (mod.g) für v—3, 5 oder 6, und 


» ; zn 


zer. _—— 





(mod. 4). Um das in dieser Congruenz enthal- 


die Werthe von «@, P, y in der Entwickelung ve= «--9g4--yg° für irgend 
einen der drei Werthe v 








3, 5 oder 6 berechnen. Dies geschieht nach der 
oben angegebenen Methode. Z.B. für» —=3 wird: 1) Wenn y=7n-2 ist. 











2 = 3," =r (med), !=5,v"=6b, vg vr —=5y—3—7dn-1), 
vg! —64y—5=17(6n--1), vy—v"—=3y— —7.3n, also a—=sn-1, 
I—=6n +1, y=dn, g-l—a=2n, 9—-1— P=n; da y ungerade, so 
ist 7n—y—2, also 3n ebenfalls ungerade, daher (—1)7 = (—1)” — —1. 
.  —(dn)! __  Inldn—I)....(2n-+1) ’ ‚ 
und folglich 24=,,=— — | . NT (mod. 4). Wenn 2) y 





— 7n--4, so hat man Av’ =3, 4vr"=v' (mod.7) zu setzen, woraus v’ — 6 
y" | I, ta = vy—v=6gqg —3=7 (6n--3), “pP — v"y — y' u Zune 6 
— 7(In--2), g—rv"—=3y—5=17(3n-1); n ist hier ebenfalls 
ungerade, also 7 —= 3n--1 gerade; ferner ist y—1— a —=1n-+-3— (6n-+ u 


—n, re +3 — (In-+-2)—=?2n-+1, folglich kommt 2 A== Euren) 


Fr nn 
(I3n+H1)3nBn—1). ‚ene 


— 37 (mod. q). Diese Resultate können nun mit 
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den in $. 9 über das Vorzeichen von A gemachten Bemerkungen zu den beiden 
folgenden, wie ich glaube, ganz neuen Theoremen vereinigt werden. 

„Setzt man für eine ungerade Primzahl y—=?7n-+2, g= A’--7B’, so 
„wird A durch die Congruenz 2 A= — e en ee LER 5 Dr. (mod. y) 


„bestimmt, und es ergiebt sich aus dieser Congruenz der Werth von A mit 





„positivem oder negativem Vorzeichen, je nachdem A, selbst abgesehn vom 
„Zeichen, von der Form 7m-+4 oder 7m--3 ist; die umgekehrte Regel eilt 
3n(3n—1)....(2n-+1) „ 
228, W ! 
„Ist g eine Primzahl 7n--4, und wird ebenfalls g = A4’+7B? ge- 


_(3n+1)3n (In —I)....(?n +2) 
De © ER 


„wird A positiv oder negativ, je nachdem es, RR vom Zeichen, die Form 





„für 2: 


„setzt. so hat man 2A = 





(mod. 4), und hieraus 


„im--2 oder Tm--5 hat.” 

Diese beiden Sätze vervollständigend, gesellt sich zu ihnen dasjenige 
Theorem, welches Jacob? vor einer langen Reihe von Jahren schon im zweiten 
Bande dieses Journals ohne Beweis publieirt hat: es betrifft die Primzahlen 
“n--1 und lautet wie folgt: 

„Wenn die Primzahl y=1n rn — A4°-+-7B ist, so ist 


. 8ndn—1). edler 
„Az et (mod. y). 





„und hieraus ergiebt sich A=1 PER n. so dafs A positiv oder Ba 
„sein wird, je nachdem sein absoluter Werth =1 oder =6 (mod.”7) ist.” 

Von diesem lezteren Theoreme sehe ich mich veranlafst, meinen eige- 
nen Beweis zurückzuhalten, weil der Entdecker des Satzes denselben ebenfalls 
bewiesen, seinen Beweis aber noch nicht publicirt hat. 

Sonach kann man also für sämmtliche Primzahlen 4, ohne Ausnahme. 
welche sich überhaupt durch die Form A?--7.B° darstellen lassen; den Werth 
von A durch directe Operationen bestimmen; und zwar ist, wenn die gefun- 
denen Sätze kurz zusammengestellt werden: 
er u) org, Aa); 


q—=Tn-+2, ?24i= ei et (mod.y). A=3 (mod. 7): 





q=Tn-l, 2AZE 








(i I)3n....(2n-+2) 7 
On ern n+2) (mod. y). A=2 (mod. 7). 


a SEE 





qg—=Iin-+A, 
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S. 


Adnotationes ad seriem 


cr , z(z+1) , z(e+1)(e2-+2) . y 
e% — . Rn P ee Re 
| ® .® Yy+DG-+2) u -+.... in inf. 








I_ 
> Zi ı- .. . : SEE 
(Auct. Dr. Schaeffer Berol. ) 





Seriem. quam hie perquirere conamur, in illa serie Gaussiana 
Br Set AEHN ei 

1.7 1.2y(y-+1) Fuiieee 
contineri, in aperto est. Sequimur aulem, ad seriei naturam investigandam. 
methodum satis obviam, seriei summam per integralia definita exprimendi, 
horumque indolem perscrutandi. Tales quidem expressiones jam ab illustrissimis 


seometris inventae sunt. Reperimus enim apud Kulerum (Inst. cale. int. I. 350) 
hanc aequationem: 


414° 24 BE ei m(m-+n) (m-+?2n) 


Ss 





1-+ etc. 




















| — :D--ete. 
a atatn) a(atn)(atn)  \ 
ı  mdz | 
Pr er (4- -B x" - Ca” L- -Da” - elc.). 
dee er 2 — men A—ır) ” n 
A+tar) * . 


. . m 7 
in qua sl ponitur n =. Z > Y 4 A u 1, DB =D, C =D, D — v, eic.. 
scribendo in integralibus 5 loco ©, eruitur 


14 — 4 Sn (+ BY xz(c+1)(2 +2) 














| v2 eic. 
IFOTZEHNT T7oHDEHn re 
Ze. 2 an | 3 in! 
—. 1 ar de u a Gala u A "rv P y 7 etc.) 
d-AyR 








1 Brx— dß 
71 __ dß 7 (1— Ar) yH! (1 2. vB") 
APR 


Atque etiam apud Legendre (Exercices de calc. int. IV partie, 114) invenitur 
haec relatio: 














. . a +1 1 z se 
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yo+rn® y(y+l)(y+2) 
[ 1 xp dx 
J (i1— er ( TOO ax)” 
PT ay-[1- ai a e n(n+1) An) or) U ete. | 
T(p-+1- 14 pr 1-40! 1.2 prH)p—r-+2) (1-a)’ j 
ex qua, posito a—=1l, I—r=r, p—r+1l=y “- —p, nosira series 
u u zu ! s -’Atau t 


statim derivaltur. 


f. Ponatur 


I. va,yo) = 14.04 + wie Te Rn. .v’ -- in inf. 
da j yy+1) H+l)o+9) 
hujusque seriei ii tanlum valores hie Er qui valoribus realibus quan- 
italum 2, y, © respondeant. Ac primum quidem de convergenlia seriei paucis 
dijudicelur. At stalim elucet, si y indicet zyphram aut quemlibet numerum 
negativum integrum, terminos seriei fieri infinitos; si vero aut v0, aut x 
zyphra aut numerus negalivus inleger sit, seriem esse finitam. Deinde posito 


ER z(c+1)....(e+n—1) pr 
"  ylyr Hi)... (ytn—i) ° 


Adn-1 a | 7) An-1 
— de he unde lim. (@ ')— 
4, yFtn 4, 


Hine colligitur, si sit v.n.vo <Z1, (v.n.o significat valorem numericum 
quanlilalis ©) seriem convergere; sin v.n.v>1, N divergere. 














eri! 








Porro si est v——1, in serie @,--4,—+4,—- etc. signa terminorum, 
saltem inde a cerlo termino, alternari facile kstellighter. Atsiest x. 


y, pro 
valoribus satis magnis ipsius n erit a 


„1; hoc ergo casu series üirsiget. 
. _ An+1 2 n ° > 
Sı vero esi 2 <yY; ob = — -— .„ erit v.Nn. 4,4 <V.n.«,; Itaque 


n 








nn 


quoniam insuper esse lim@, —=Ö constat, series ex iheoremate noto converget. 
Denique ad perserutandam seriei convergenliam eo casu, ubi est ® 
sequamur methodum non ita direclam. Est identice 





ef, 














1 ee xz+m+1 
yv—ıa yrm'! (vtm(y—ı—i) 
y—1 1 e ’ 
ab Sen 1-—-.a ae © inde ex (A.), posito m —=0. 
vi 0 ,;,.82,.z(--H) 1 j .  ; 
ren a re ar (A.), posito m = 
y—1 ALEL (+1) , z(e+N)a+2) 1 a 
—— vr’ rar a 
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y(y+1) y(y+l)(y-+?) 
generaliter ie 
y-—ı.—i 
5 (+1) | 1, rae+r) (at) 1 zer)... en c+n) 
NeRTeNe y'y(y+I) TE 5 y(y-+1).. “(y+tn—l) Fe FR (y+n—I) y—ıc—l’ 
unde 





142-4505 - ) | +... ee te 
BRRTTZTR y+. re 

u: y—i a X ‚(ar +1) (c +2) Ze vn) 
ya. ya AED ns 


. ! 2 . Le t2) ...tlrtn) a 
J: t 2+1>y, er I oque 
Jam si est &--1>>y, erit lim EN RP ET x, ideoqu« 


series diverget; si est 2--1=y, Pr ipsa mulalur in hanc: 


1 oe 
-(y d Fr Ä rsrst in inf.); 
ergo nisi est y vn. sive 2=0, series diverget. Denique si est 2-11 <y, 
Br (e Re (a +2) aa a le 
habetur lim TER SETZT RS —0, ideoque 


ı N (a r(2-+1) vy—i 
L2% -elc. — — 
y Fire " y—ı—l 
Ex quibus omnibus a seriem propositam convergere, exceplo eo 
casu, ubi y zyphrae aut cuilibet numero negativo integro aequalis est, 
1) si & aut zyphra aut numerus negalivus integer sit, 


2) siv.n.v<i, UUREHEHER sint x et y, 























3) sıv—=—1, et simul 2 <y, 
4) si v—=1, simulque x --1 Be 
Ex deductione autem simul summa seriei pro v—1 innotuit; quae 
quidem jam erat aperta (cf. v. c. C’relle Journal II, 36). Habemus igitur 
yv—1 
>». wuyi) = ea 


Sponte ex serie demanant etiam hae relationes: 
3 u, = 
et si m zyphram aut quemlibet numerum positivum integrum exhibet, 


2 m mim—1) „2 nn... m(m—l)....1 Pr 
4. y-mye)=1- 0, TER TG ..+(—1) Fer er ru i 





alque 1 


(1— v)* ’ 


E 1 
b. v(y,y, ©) En 


- 


3. yaln) = 





j 
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2. Ouum sit 











- xr+1 ' (e+1)(r +2) 2 | ) 
y{(z.,,.0) = 1 ——:v v®—- — dv’ —- elc. ). 
l „»)93 ) | y y+i1 | (y+1)(»+2) | ’ 
eril 
Wu) = Howe hyt ho) 


Eodem modo, si =» numerum posilivum integrum exhibel, invenitur 


ei td .. | et gm 


) f \ I 2 
oe} ur TL, Y, Ü | — 1 u ® ® u ... ug 
\ . / 


u yytl) |  (y+1)....(y+m—2 4 


f N al each 
y(y+1)....(y+m—I1) 








"p(e+-m,y--m,v). 


* yo . ... f] . . . 
3. Sit o quanlitas posiliva; tum ——- inter 0 et1 positum erit. Jam 


1+e 


sı staluilur 
or! 


a ( 0 2m 2 127; gr41 tr ra 
ee (y—1) (140)* WS, To — 2 = yazıs ( TP) 


(accepla designatione Arampiana, secundum quam est &" "—=xr(r+1)...(e+n—1). 
x" — 1), obtinetur 





























dp(o) 1 "far (y+Hn—1) ort? _x-n 
-reibu F 0Q)=- Bars: Fan E yrıl T (1- i 0) ] 
er 4 Ende u. tr RE . 
Tyan Gl 4 gras (1+ B) ’ 
et ob 
—1) 1 
rn eu nn at Zu I -2(0- I gr; 


z —1)yr fi (y—i)yıı!! (y—1)"!!? 








IN 


n=» ‚n Ii n Iı 
\— —- MEER _ 2; 1 mir Pan . I fir +1)" 07 Kn—1/, (1 | au, 
‚ii y - 


( 0 ->6 
p(o) vl ae ya 


sive 





u m ee q zu 0 >. x 0 we > oO 
Yf (0) = (d-+o)* E (7) 2; 1+0- y—i rzil: +1, Y>T. Tal 
et quia secundum (X7.) est 


F 4 


et 


eruilur «'(o) = 





unde sequitur 


I 1. IE 7% 
p(e) A (1 +0)“ 
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h. e. 








0? do ee 0 j 
g 5 er — pn ni  - 
(1-+0o)* (y—1)(1-+e)* v(z,y, wu | Const 
(0 > 0) 


yv— We, 


Hine, quoniam est "== 0 pro e—=0, si quidem est y_—1, dedueitur 


a tda ey! BR er 
rn I d+e% ° (—NA+E* ey) 
(‚>1,0>0) 








—— 


4. Sit _ quantitas positiva minorque quam 4, tum inter O0 et 











1—o 
—1 situm est. Posito autem 
oY-! Be 
( — > wx 
7 (1) +9)* A IE 
eodem modo ut antea invenitur CE ur et inde 
| ode __ =" —_ 
11. rer gern 7; m v(a »Y I Per + Const. 
0<eZ=H) 


alque quum sit e"=0 pro 0=0, si y>1: 


ed oY-1 —p 
“a. 3 U y—A)—o)* w(a a E). 


(y >1,0<eZ3) 








3. In integralibus aequationum (10. et 12.) posito «@—=0/, invenilur 


=> ae af M7dß. 
ER TE SE 


ilaque aequationes (10. et 12.) suppeditant hancce: 


Pe 1 RR 
ge J area — Dre) 
v>1,0e=>—% 
6. Adhuc alia via patet, functionem y per integrale definitum expri- 
mendi. Habetur enim 
(c+1)....(e+n—) _ Patn)I(y) __ I(y) ‚TatwIy 2) 
(y+1)....(ytn—l) I) Io+n)  — Iw)Ily—.) Fy-+n) 
At saltis conslal, esse, Si 2, g sint quanlilates posilivae: 


i Ip) I(q) 
‚rl Tu 
f erdall— ec) u 























0 


17 * 
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yoyrn® y(y+1)(y+?2) 


(cl. Legendre Exereices de cale. int. IV partie, $.1.); hine, posito p—=xc-+n, 
4=y— Tr, sequilur 


Tr -+-n)I(v—ır) 5 
— /f ar (— a) !de, 
0 





























I\y-+n) 
ideoque 
s(r+1).... (ae tn —1) I(»y) F u ron 
BE RE — __ - xXxtn— 1_.YyrHÄ1d 
y(y+1)....(ytn—1) I) I\y—ı). m (1—.e) de, 
0 
el 
nn (rl in ih IX») f’ 7 BE yx-l nl 
nee 272 16 Kia 197 3 77007 DER Ele © Juni” Zu o Do 
sive 
IX ‚) 1 „x—1/A__u\y—x—i 
v(2,y,0) — Ar / ax -I1— e«) .. 
- Tr) I\y—ı). 1— vu 
unde 
1ax-11—-oay—da (x) I(y—.r) 
/ u Yıri Jia 
14. / en —— My w(T,yY,dv). 
2 >0,y>.) 
‘. At est 








1 ya 
\ yon. 
Y7 Ber! / er -111— «)Y*T1da [ (-—1) 77 da 


0 


1 
unde posito — —1=/, prodit 
& 


Z — [: PTFAÄHNTIR -/[ BrHltteTtdB 
. Be Binnen ® 1—v+P ’ 
F 1+£ 


itaque aequalio (14.) transit in 


z © y—r—l(1 L Aytid3 IKa)I(y — a) 
| > / ! ar 3 , = " ,.) ws, y, v). 


>06, r > 


8. Relationibus inter funclionem  variaque inlegralia invenlis, in- 

















0 


vesligatio functionis % ad disquisitionem horum integralium reducta est. Atta- 
men hac in re nolandum est, hujusmodi relationes inter integralia definita et 
functiones quaslibet plerumque non esse identicas, sed cerlis tantum conditio- 
nibus locum habere. Proinde, si inter haecce inlegralia aequationes existant, 
easdem pro functionibus, cerlis illis conditionibus valere rite concluditur. Ni- 
hilominus hae inter funeliones erutae aequaliones generalius valere solent: id 
quod aliunde demonstrandum relinquitur. 


Recipiamus aequaliones (9. et 11.). 














r vp . . x x - D) x(xH+Hl +2 p ® ’ X 
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yty+l) y(y+l)(y+?2) 





Est 


$ o?dg z oY!do +f- odo __ Men 'otr3do 
dto)* "I ro I User Fo Tr (d1-Fe)* 





1 0)* 


do in _ m ARE se nl ae 
- (= (e +0 +HeF..+4T) DE ) 


m? (—1)” +n—2 
ee f: a SpA AN fer de 
tet! dtet “ 


1 \x-+1 ? 
1 0) ! 











ubi signa respondent superiora superioribus, inferiora inferioribus. Hine sub- 
stitutis valoribus integralium ex (9. et 11.) invenitur 


v1 En. 
(B.) Hr va Y r% 7 _ u) F % NE: = y (2,y- 2 


1. = Te\- 
GFhd-Fe® He y a 























I_ (—1)"-! Dia um +e\ 
EM (y+n—2)(1+e)* w(z, rn—1, er 
oY-! 
— argmrletHhy,) 
ı (A! ze En hie Ho\, 
7 — FG Fn—DA-feyti? (z-H,) | n, ey) -K, 


ubi A a o non dependet, et inde 


(EC) —v(e, Y, e)rtule, y-+1, e) 1 Be 17 (=, y+2 et )F FR 











1+0/" 140 ! +1 ’1+0 
Mu EN E reQ\ 
ZEN, : ve Pi, ie 
) en nn. 
-ular(e! rl. Bi + SE ——v(eHl,y+ Ar )| 
— dire 
a — 


Jam si est y>>1, aequatio (2.) etiam pro 0 —=0 valet; unde conclu- 
ditur A=0. Si vero est y<1, aequationes (B. et ©.) pro quovis valore 
positivo quantitalis og locum habent. At significante Y(o) membrum sinistrum 


o=i) 


gen gen (C.), facile intelligitur, lim(gy(e)) non infinitum esse. ltaque eliam 


0) | h 
lin I -K sive, quippe quum K ab o non pendeat, Kim ne 





non 
\ Ü 


infinitum esse debet; id quod fieri nequit, nisi est A=0. Habemus ergo. 




















f six+i -42 sc 
x (X+1) „2 4 XOc+HDx+2) +... ininf. 
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. eo . 
posito ——— == v, ex (C.) hanc aequationem generalem: 
0 











rl 2,y+1,v)-+ — -) wa, y-2, Ü)—.... 


(—1 yr—1 © > 
| NE ge 
"TE y+n—2 ) vaytn—1,0) 
f a 1 / | = (—1)"1 ® " 7 ) e , E 

—(1 2) v(z--1,y,v0)-+ SIE =) w(e+1,.y+n, 2 |. 


16. —y(e, y (2 


Yy— 1—v 








9. Ex (7.), ponendo 2 —1 loco x, y—1 loco y obtinetur 


y— y— 


vd, Y, v) meer -Y(r— Y —. ‚vu — Feel 























(2 —1)v 
- | 73 ’ n 
hineque, ponendo y--1. y-+2.....y+-n—1 loco y, 
v(z,y-+1,v) = ae yo ne, 
u due (2 —1)v u («—1)v ' 
ee t FE 5 
p\ ‚v) = (c—1 1,v : 
f y+n—2 / ! ytn—?2 
v(z,y+n—1,v) = : z—1,y+n—2R,v)—: : 
} \ 3 ”e N ) ) (we —1) v U \ ’ Pr} .. 2, 7 (x —1) FR 
el. ponendo x --1 loco x in prima aequalione, 
w y—1 y—1 
v(z-+-1,y,v) = —v(z, y—1, dv) — ——, 
KV I A 
et in hac y--n loco y: 
u | zo Yyrı—i u , ytn—1 
w(a +1,) rn, v) —n xv w(x,) —-n—1,v) — rv ü 


Quibus valoribus in aequatione (16.) substitutis, invenitur: 
—[v (—1,y—1, (I -)y(2— 1,y,0)-+ (G -) y(e—1 ‚y+1,v)—.... 
HN) va-l,y+n—2.v)| 
m Pe + )-—- +9 er 
= —efye (2,y—1,v) 4 (— (I -) v(z,y+n—1, v)| 


-— (+07 ()): 




















. . j x(x-+1 p 2 
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unde, scribendo rursus z-+1 pro x, y--1 pro y, eruitur 
(a, y- H1,v) - -(— (a, y- -2,0).... 


. n—1 
DE) yytnlzv 





17. is; (4 





- Tr let, yo+-0vethytno] 


rat) 


10. Hine habetur pro n—1, 


(1— v) | as 
x+1 " [we -1,y,0)- Vet, y-H1,0)] I 


(D.) vet, y,v) = —— — 
scHl 








Y 


Quod quum ex (7.) sit vy(@--1,y--1,0)— —y (2,y,v) *, ex(D.) prodi! 


1— HOHER var. 
17 (2, Y; u) —= mn —y v (x - n # 1, Y > v)-.- Freu 1 (2, ; Y, vo) +1 . 
unde dedueitur 


—1 
©).x 








| = 
18. vet) = Tyayo)tg 


Hinc generaliter, si m numerum ai was exhibet, derivatur 





| | 2 2—ytm 
19. wlazm,y,v®) Y= nl; 5 men Fee (1—e)’ 


: (e—y+m)(r—y+m—1) L ı (e—y+m)(e—y eg ....(2—y+2) 
(erm—1) (a +m—2)(e+m—3) dor)’ (ar +m—1) (e+m—2) .... ce 1—v)”. 


e (e—y+m) (a—y+m—1).... (a —y-1) br a 
| (x+m—1) (e-+m—2).. 1; zd—v)m (7, y,d). 














Deinde posito in aequatione (D.) secundum (7.) 


y(2,y,v) = 1+Zvy(cHl,y-+1, v), 
et scribendo z—1 loco x, obtinetur 


r (1— v) (ae — 


xv—1 
1 p vy(2,y-1,®0) = 2 ya, yo) = 











pt: r,y-+1,v) En. 
unde sequitur 


(1—v)} 
20. w(az,y+1,v) = ey) 
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Hine dedueilur pro quovis valore posilivo inlegro ipsius m: 





>, to via (vtm—1) | (»+m—A)\(y-+m—2) 1—v 
21 1 7 , ) il, v®) -[e —y—m-+1) E (e—y—m-+1)( an ) 


L (v+m—I)(y+m—2)(y-Hm—3) (=) 
u (e—y— mtl) —y—m-+2)e—y—m+3) T-- 


L (y+m—1)\(y-+m—2).. B> Be 
‚( 











 (e—y—m+l)(a na Kr 
1 (v+m—1)(y-Hm—2)...., ko a m 
(a y—m+H1) (a y—m+2) .... (ap) N v ya, y;v). 


i1. Si aut A numerus posilivus inleger est, aut oe = 1, habetur, de- 
nolanlibus A,, Ay. Ay. .... coöfficientes binomiales potestatis %, 





0° do ‘0'"do = ed ) 
Ja3 et... u. (1+te)* dt — (+ En A the hop +h,o'- 7 elc.) 
'oY?do oY!do oY d 'oYt!do 
— tl + Nr E g u 2 nz 
J# Te ‘in; k l+ 0)* > (1 +_)* j eic.; 


itaque ex (9. et 11.) est 








0 
(—1)(1+0)* vw hy) 


(a, y &e) ui 0 ( zug sk 
- G-ydztor PP T+e ee m.) Tbize 


























\ er @ or | 
ki; Term m u(®, y-2, eriEit yT2)d-£e yla,y +3, = ” 7 elc., 
+6 
ubi Ü a go non pendet; et hinc 
Br ee 
nvla —k,y, 0) 
| as 2 L 
—— UI 4 -_| m; iz + g „ ‘ ge 
—vl2,Y; ne): r Yrart,) | hvla +2 
+Ak, uw(z, | i by) Er 4 eic. 


Ex quibus relalionibus eadem, qua antea usi sumus, ratione demonstratur esse 


CU 0. Itaque. posito era obtinetur 
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ET T7G002) 


330 _ 





Fr Fre 


ER 17 c—k y,i 
(d1—v)* \(y—1)' . 


Ä er > 5) 


v(z,y,v) + kk ——v(e,y-+1,v)- k, —— w(x,y--2,v) 


rn ar ! Y ER . | , Be. -: z y+1 





+ k, ——— w(2,y+ 3,0) - etc., 


ubi aut A positivus integer est, aul est v.n. (— 1. 
—t 


Ex qua relatione, ponendo O loco x ei x loco — Ak, ob w(O,v,v) — 1. 
prodit haec relatio: 


ml a |  z(z+1) / e \? 
23. y | Zeiler 
23 Re ',y,d): 1 v) Yy BURN 7 ——)- ) Te) 


_ee+D(r+2) 1]. 
1.2.3.(y42) (1) - re 


Sic series, signo w repraesenlala, in aliam seriem cerlis casibus magis con- 











vergenlem transformala est. 


12. Posito 
yv ii dd "da -x—2 de 
To (-a)* @)* en: ar 5 


an 1 
sı statuitun — — 1==P, est 
& 




















Fo ee A f’ B-xd8 er Bd 
— / 9* e» “ (1+P)7* . (+ A) 
u 0 
At conslal esse 
/ P=* dp ta Si a) (y—1) 
d+Ar IKy—ı) 


Quapropter eruilur 
l 


a - 7 u Pd? _- Fi—s)l(y—I) 
a Be Tin 


(<<t4, y>H 








atque per (10. et 12.). 
4 —0 (1— wet . ® R | 
te ‚MT, a (ai x+1)o Br N ET E+2, | v, 
Ii1—ı) I(y—) 


I(y— x) 











(4,4 >1) 
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unde, posito 1—o=v, deducilur 


. | 
(E) —vle,y Bun e- —1))- Z—v(y—a,—r +2, 0) 


) —r 
| vxr TA—a)l(v—) 
A1—oyy- I(yv— x) 
(z<I,y>uh, 32 





Quodsi signilicalio functionis /' ita amplificatur, ut generaliter, quae- 
cunque sit 4 quanlilas, habeatur 7'(1--4) — I//(A), noltante //(}) funclionem 


n=% VB... 
|: IE (n’ y = 
ıllam Gausseanam II(i lim( n° AHA RZ FA) HA)... (n+A) 


veneraliter pro quovis valore quanlitatum x, y valebit. Quam quidem rem 
ralione simillima methodo, quae vocatur Kaes/neriana, probare licet. Primum 








) ,„ aequalio (#.) 


ostendatur, si aequatio pro 2=x valeat, eam eliam pro 2 —=r--1 locum 
habere. Jam ex (18.) colligitur esse: 


en N) ren) 


el ex (7.) 





























I—.r Ro r 
uv—L un DE he ı)) — —. (v— r— 2 "+ )— ——. 
wv—X, L- 1) roman Sa dh z2—1, —r--1,v) 2 1 

Quibus valoribus in (E.) 1 invenilur 
se } N 
eine h ER — r—1. — r-1.») 
F—No@tl-y)' (« ly- 1))— HZ yy—z—1,—2-1,v) 
A Pi1—.r) P(y—1) 
1 — u Piy—.r) ; 
hine 
| / v 
a v(a | nl )- Ä ders (y—r—1l,—ı2+1,v) 
an) SU) —), 
(d oyiz I(y—r) j 
el est 
Pie) a, ER en 
KL 1 
rt+1—} 41-3 ) 
I(y—-ıa G—-—sdMy—-:—N 





ergo erit 


— lat, -N)+ Zr el et 


yxr+1 I(—r) air) 








un "ITG—r—-0 
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y(y+l) y(y+1l)(y+?2) 


Hinc cernitur, si aequalio (#.) pro z==x locum habeat, eam eliam pro 
2==2--1 valere. At valet revera, si 2<1; ergo etiam valebit, six 2 


we 


— 


ideoque eliam, si 2<Z3, etc. Quo fit, ut aequalio (E.) pro quovis valore 
ıpsius .z valeat. dummodo sit y>>1. 


nn 


Jam demonstrelur, si (#7.) pro Y==y vera sil, eam eliam pro Y=-) 
veram esse. Ex (20.) aulem patel esse 


van) 


vi 1 \\ e(y—1) 
a en 
dur th V”- v ) d— ve) —yH+1) 


et ex (18.) 





ei vw(y—1l— 1, —c--2,v)- er! —: 
(d—e)ıy —l—ıu)' Di  d—v)(y—1-—ır) 








unde aequatio (E.) mulatur in hanc: 


1 1 
TEsKNZER" (»7,—1,-(-1)) 


v(y—?) . 
EZ ui wfen n — r712 0 
4d— v0) 1— ır)(y —1—.r) P\) ’ / 


”» M-afır- 
1— vu)! Iy—x) 











e! Tine 








—v(,,—1,.—(— 1) -- n vw(y—1—ı, — +4, v) 


1—ır 


er (y—1—ır) TA—n)l(v—N ux Ti—.ı)l(y— 2) 


d-u)(y—2) Ty—.ı) — dem Tot) 








Hine colligitur, si (E.) pro y==y existat, eam etiam pro yv=Yy-—-1 valere; 
itaque. quum pro y_>1 locum habeat, valebit eliam pro y >>0, ideoque pro 
y pe —1 ° elc. 

Ex quibus elucet. pro quovis valore quantitatum x, y, haberi hanc 


aequationem: 


4 — un) rn 042,0) 


v—i 1—ır 








u* IT1—)F(y—1) 
(1— u)’ Ir — 





we] 


18 “ 
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r 





























xv(x41) ‚2 x(xJ 11x +2) . . 
y(y+n)® cz I) v-+?) vr +. mınf 
A 
13. MHabetur . 
| ar da fa ;) 
> Ba 
2 4 Le)" ZU poS 1to P- [? 
E43 
Ben FL: PrTrdB __ f Pd f: BP7Ydß 
on d+s® 7. At” . A495) ° 
= 0 di ) di 
unde. ob 
a: —  fa—r+1)Tır 
u (1 +P) R 5 I‘) 
(>I1l,r>y—Ii) 
sequitur 
l 
ie de Be ade I z—y +-N/(v- 5 
J AHrr 7) Tre 7 u 
. d-+«) . (1+9) Na) 
(>10 >y—I) 
Proinde secundum (10.) est: 
oY-! ey! 








x v(z; 97 7 Pr ro 


(v—1)(d +0)* 





(ey n 1)(d+E)* 


y (r, my -1 


a 
2, art, 





u Marty —N, 
I.) i 
hine, posito —— —v, deduecitur 
1I+o 
25 I le „y, dv) —— (2,8% +2, 1—v) 
v—i1 7 yHir\ j ne ) 
| l Sa-r+)lG-D 
vd — vo) H I\.x) 
(.>0) 


Quae relatio valet, si est >1, 2 >y—1, 


ratione, qua anlea 


oeneraliter locum habere. 


14. 


/ 


Est 


L Bd + 9)? 1d5 





sive y—2<Z1l; allamen eadem 
usi sumus, ex relationibus (18. et 7.) demonstratur,. eam 


B- (5 +) d8 





1—v+Pß 


u 


0 


—y+1ld 


1—v+P 





— 


_—— 





a! ta)ryH 
e 


(posito — = «) 


l 


da 





|. 
0 & 


N f 
ef 
0 


I+ 





+. 


I —» 
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Itaque ex (15.) habetur 


Fa)I(y—x) I Ir—a)lr) — 
a y y 0 ©) — . : * . ' ZEE » A 
Ar Nenn 1— I) 7 ed) 


w>Uu ry>}r) 











sive 





% > \ pa | 
26. w(r, y u) — — v(y u 5" Y» —), 


1— v 
quam relalionem eliam generaliter pro quovis valore quantilatum «=, y locum 
habere, facile potest demonstrari. 

















15. Si in aequalione (25.) statuitur v—= !, obtinetur 
| 1 Nz—v+l) IX —1 
27. —v(a,y,1)— v(r, 2 — —— # Zei 
‘ Pr &d »Y)» 2/7 TyHIr\ 3 Y +2, 4) Ir) 
Hinc, posio 2 — y+2=y, sive r—=2y—2, sequitur 
I(y—ı)rT (Y- 
v(Ay— 4) = . = 
— 2, yy) =? T2y—2 . 


unde, scribendo y--1 loco y derivatur 





u * | — I») I») 
28, (2 4 1) — v1 )/ 
Ware >, men 


h. e. facto A(yJ)=vw(?y,y-+1,14), 














29: Ay) =t4+ : 2y 3 2y( > +1) en er) (?2y-+2 ie 
+? @y ray r+4) | (ey HN RR FERN 
2y1yT(y)T(y) 
I\?2y) 
Hine adhibitis relationibus, quae inter funcliones Z' intercedunt, aliae relationes 


deducunlur. 
Sic, si r numerum posilivum integrum indicat, habetur 


ie 2r | 2r (2r-+1) 1. __2r(@r+N)(2r +2) ee. 
"arte trete T tgertaerr © 
FRI 1.2.3....(r—1) 

er +l)(r+2)(r+3)....(2r—1)2r 


1 2r—1 2r—3 
Deinde, ob relationem Pe Er )— 5 z .... 3-47, obtinetur 


29 a. lr)=1 











22r—1 
„ * 











29h. 3 mit,  2r+N@r+2) , (Zr tr +2)(er +3), 
re, 2r+3 | 2rt3)@r+5) (2r +3)(2r+5)(2r+7) 
.9859.7....(2r+1) 

— EIk.. (in 3% 
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Porro facile hae relaliones probantur: 


29 Ü. Jh ( yv)4(—y) u Ar 





tang(yn) ” 


294 iAly)iä Yy ee ) ml, ; - (2ımy + PTR 
. ( . r \ » P4 1 g ) ...» “ ‘) H 2 m—mmiD ) 5- 
2 1m 2 m “Mt 2m 


ubı zu. numerum inlegrum exhibet. 





Quod quum, denotanlibus r, s numeros quoslibet inlegros positivos aut 
negalivos, y(2y--r,y--s, 4) per aequationes (19. et 21.) ad w(2y,y--1, 4) 
veduei possil, eliam w(2y--r,y--5 »° sive 
pi @rytn@rtr+d |, _Rrtnd@yHrH ytr+42)_ | iu 
y+2s ! (2y+2s)(?2y+2s+2) ' Er en  nnreen zeig 
ope aequalionis (29.) per functiones 7’ exprimi polest. 

Denique eliam ex (27.) alias relationes derivare licet. Sic pro „ —1. 
invenitur: 


v 


& 








DI 8 
I 


1 4 1 a 2 
U. —— vl, Y, 2)173— v(l,3—y, 4) we 


16. Ponendo in aequatione (26.) e—=!. prodit 
31. vs, Y 3 an 2yv(y—%, Y —1). 
Quo eirca (27.) mulaltur in 
21 Ny-NTd—a 
y—) 
Haec autem relatio immediate ex relatione (12.) deduci polest. Posito 
enim 1—e ==, oblinetur 


f ar: de — B*dB ff B-xdR —. A d8 
. 1—«)* . (i1—ß —y+? u (1— A)Y+? J (1— B)-Yr2 


D 





1 
32. —g my NT VR—-y2—2,—1)= 








unde sequitur 


greite Bf B*dBß . Ii—) ID 
J Ha" ! d— At: I(y— x) 














. 
quae relalio. ponendo == 3, secundum (12.) aequationem (32.) praebet. 

Quodsi in (32.) statwitur y=2—xr, seribendo y—-1 loco y, facile 
invenilur 


y—2 fi } 
20 er l(y)T(y) 
33. v(1—y,1--y, —1l) = To (} - 





h. e.. posito A(y) = cr 1--y,—1). 











| er u a (rt a Ä Hl (y)L(y) 
34. ky)=1-77- TE en 
34 Z vH (HC IHN +3) | = Fi2y) 
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u I y(y+)Oy+? 


Hinc facile derivantur BR Enn in quibus 7 el aa numeros integros exhiben! 











ei 1)(r— 2) (r—l)\(r—2).... 2.1 

34. ) a 1..4+ ——— z 

he k(r) 1 = Tr (r +1)(r +2) | er +Hl)(r +2)....(2r—2)(2r —1 
1.2.3....(r—1) 


HY:r—) 





PRELPEN I 











2r+1 2r —1 Bee —)3) (2r—1)(2r zer 5) , 
3 vU- ze ol | —— IC 
340. k( 2 ) 1-; ®” 2r +3 en (2r +3)( Er: ) , (Zr +9) \(2r +5) (2 ro) en. 
939.T....(2r-+1) h 





» ‘ ® TI 
2.4.0... 8 BR ne 


unde pro r==0, ut facile re series Leibnefzeana prodit 
I—1--1— 1-2 == In 


























Du Zuudı Du ERDE er 212 
Haec autem aequalio (34 5.) facile mutalur in hanc: 
1 | 1 ER 
3. (2 1).1.3.5... (rt) 135er)... art) TI... (ar5)13... (2-5) 
1 Ye 1 1 | | 
= . nA r ‘ 2 — a u ar t ec 
"7,.1.3....(4r—1) ! 1.3....(4r+1) 3.9...(4r+3) ! 5.7....(4r+5) 
FINE 1 l . 
Ian 
« N e/an\ GE ass yı 1—y)n 
3ile. REM y)= 3 F-Br)tang(y m)” 
Ä 2m —1 Ä gu 
, ui ehe ae un 2, E: ı]1 \ 
31d. Kly). k\5 | —y).h ze | Ly).... 27 y)— (2any am) "() 
Ex (32.)> Bi = "—=r--1, sequitur 
un 1 on 1 ; | 7 
35. ri wer, XL —1, —1) T u v(1—ı, 23 —ı, —1) = in (am) 


17. Jam accuralius perpendamus funclionem w(x,y,®v) eo casıu. ubi 
est 21. Secundum relationes (10. et 12.) autem habetur: 


eay?da or! Pe 
vn F > = Ge Pr) 
>) 
Denotante == numerum integrum 


V er _ „ u = 1: = .- Ser mr. — 
uns Tr 1 Fe” eo” +0 SH 4 1 


> 


























2 m—i 
» y+- nt y+ 2 Ne ; As ae 
“ayde nz m de ‚f n da__ 1 u > ed 
= J/iTER u a he Ki Fr 
ir o v. ) 
(—1)” 
"ay-?da Bm dir 

ee ur 1 

i l+« ._— 


fi) I+ear 








‚ . ER. 2 u nn wo. xX(x+1) ‚2 A(Xx-+1)(x +2) . 0. 
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ltaque. si aut signum inferius valet, aut si »=» numerum imparem exhibet. eri! 


oO : 7 
” Sada 


















































0 I+a" 
Jam statuendo e” —= P, aequatio transit in 
1 
. : p" y—-m—i dB 
V — m —. 
17 
ltaque, ex relalione antecedente (F‘). functionibus ı introducendis, eruitur 
aequatio: 
l 
i y- — fl N 
we ER ) em f rw 0 
re w( l,y, — - v1, y+—, ) 
v--1)(1+o0) AA tr, | NA- 6 DE 
Tl E ® a 
T m 
y ui 
malrun 1 ur 
+ —1)(14 
m—l1 
) m - 1 1 \ 
® 1 9 ’ 
(5 m 1-+o/ 
’ l MY—m l 
m( ) F togm 
my—m(1+ om 1 +0” 
hineque sito simul EC —», prodit 
ineque. posito : ru prodı 
® nn 
— NM zu 
1 a — 4 
+) » “ u 
> ——— yll.va) - rs 1 — v) zn ehr -=,0)+. 
) | \ a Y | en . 2 / 
yv- dena: 
m IT m 
nn 
/ a v\ n 
ne m-——1 \ 
w(1, yv- } v) 
m — 1 ee 
vv —1 
Mm 
_— 1! m 
1 | | -= 
u 17 pP NyY—ın T 1. 1 . 
ee u” m een ? m 
(v—A)\i— vi 1 I u 
1—v 


1—v 
























D} 1 1 > ‘ - 
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in qua aequalione, si v posilivum est, m numerum imparem indical, si autem v 
negativum est, a numerum quemlibet integrum exhibet. Sed haec relatio adhue 
econdilione y >> 1 adstriela est. Per aequaliones (20. et 21.) autem (36.) facile 
mutatur in hanc aequationem: 


ey 
8 6 21 ae 


















































u \ 
us | 1 —1. ©)- . v1. y—1 -——., 7] 
a  YT ug ar 
m 
2.5 
Ir . & «( 2 N 
| l, ! a 
\- y—1+-—.ı 
ee m ) 
y+ 
m 
In] 
(28 \on 
er pw ‚m | 
.- (1. Yy ag | N 2 ) 
—! ww — m 
m “ 
3 2 25 
Zn ® 27 vn ?' y Br ' Hi 
1 1— vr ’ ei 1— 
v(y—2) | ( 1 | 2 Tr u n—1 
l ——?2 vl y— 12) 6 +——! 
‚ya ) m m ) 
17T 1 1 ) 1 1 
u er | ey 2 =; 
ya u a ei ( 
u u. 0 
1— v 1— ı 
| 4 | | 1 
| n—1 mi yo d ( 0\ 
Yy— — — u . m 
m kw I—n/ 
1—ıv 
a 
1 | ger 
— vi 1l.m'y—1)— m-1. J: 
uf, For en 
We 1 (— 
l—v us 


unde sequilur: 
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1 ) 














m ?' n 
(— ‘ m—1 b 
- . I w(1,} —1+-+ ne b ) 
at 9 5 nl 
yt— — —— 
e m 
i 
0 ) 
) Mer 
Tau u EEE. aa ©. va l,m(y—1) —ım -; 1, —— 
in m N 
yantäa --F——n I (= -.) 
Hine collieilur, si aequalio (36.) pro y==y valeat, eam eliam pro y=y—I 
» ahapa pp 'nvyars alns r . ralahı Nr » a 
. u 5 w = Er 
locum habere. Ergo, quum revera valeat pro y>>1, valebit eliam pro y >>, 


ideoque pro „>> —1, etc. Unde cernitur, eam sine restriclione valere. 


vr . 1} ” . . ie ” ’ . 
18. Sitin w(1,y,0), y=1--—., indicante vr [raclionem genuinam. 
pii,! r 


Oblinetur 
f _—1 
V j aY? da 5 a’ da 
. ite . ita,”? 
0 0 
posito « —= /", 


Et 7 
Pe | RM 
‚ sf Kay 


0 


Proinde, quum hujusmodi integrale per logarithmos et arcus circulares exprimi 


possil, secundum (F.), deducuntur hae relationes: 




















97 v(i Lt e) 2) 0 (sı s par) 
Ol. l . P’23 u 7 u ’ ’ 
Ze s(1— v) w | 3 (—1)"log/1--we) (si s impar) 
2. 
wsın — 
/ ’ ı ü 2 s 
— z (1 — 210cos = w*) -- sin arclang e- 
Ss P 
1— w c0os— 
Ss 
,_ In 
a Ä q w sin — 
Ir 9 IR ı  a\ı ... Irn s 
— c05 -4 1 — 2 w cos — -- w )-- sin arclang 
s s s 3 


sc 
1— w 008 — 
$ 
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"Tor Eszzäh 6 
Ir 
4 wsin — 
Ir 7T Pr Pr 
—096- rl 1— 2 cos” am" h)- _ arc lang PEN 
5 o7tT 
| . AR COS 
5 } 
(s— 4) (s— HA) | r 
— (08 _ LOS —— = u) 
$ 
/ As—Un \ ) 
’S ! KEN 
| . (s —J)rr PIEEN N 
—- sın - arclang] —— — I. 
$ (s—J)a 
I u CO —— -F 
A) 
ON 
(i OÖ, w—= — 
mm Ü 
an ı r 2r 0 sı s impar 
38. (1. 1 =, -r) . | a nf | Ä | 
s s(l+v)w (2:10); st1--w) (sis par) 
we sin 
rn 5 an, rn s 
— 005 — ıy 1—2 w c08s — —- u +-sin—— are lang —— 
s s 2 
1— wcos — 
$ 
Ar 
1c sin — 
Ar Arn s 
_ eos 1 — 2 cos — tw’ -sin —— are lane 1 
: 2 & z 
1— w cos — 
$ 
‚br 
6rn Ö6rn a 
— (08 —— Er (1 — ?2w cos" 2.7 2) 4 + sin——arclang i 
$ br 
1 — w cos — 
s 


(s—AH)ra —4ı)rı - 
_ eis ıy (€ I? VOR eu in nn u) 


(#3) 
(s— #)rn TYP Lem 
2 „ J r 
sin —— — arc lang Y 
’ } ..($—4)n 
1 — wcos ———— 








(v> >> 0... 9 = Vi 


ei 
19. Nune eliam w(z,y,o) pro 2—y-—1 propius contemplemur. 
Est autem 

















N , . “ A P. y 1 J H 
vly—1,y, to) = 14—v+ — vr elc., 











x(x+1)(x+?) 


a, NK TINKT- ‚3 . . > 
se + Do ® o+..tn inf. 


y(y4 
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» posilivum aceipilur, sequitur 


/ —1/ Wr! VAR BE 5 
17 y—1,y, tv) = wi vı:, T,J13;73T ete.). 


unde. si 








At sponte palet, siquidem sit y>>1, esse 


vl ıY 1") 4 l u) +2 ’y a”? d 72 
+ er u + > 71 eie. = —uie 
y ü 110 














‚ı1-, 
yrıTyr? ) 
lirgo eruitur 
sH. 4 EEE: Aus. vay’da 
v(y—1,y; tv) = m en: 
= I 
sive 
vor-da rm 
‘ ( PERS 14 a = nz .\ 
3). F ta ı 1-1 viy—1l,y, Fv). 


> 1, v>0) 


alione, qua ($. 17, 15) usi sumus, inveniuntur hae relationes 


Hine eadem 
ı 

















1 Fan . ©. | 2 
A. —YYy-hye)- —T—nrts-1, y+ö v) 
I m 
um 2 2 
rt) te 
I m 
m—l1 
Ba nr m—1 ı m—f1 
ar WW r m —1,y+ m ‚e) 





1 r Ä 
= —ylmy—ın, my—ın +1,v), 
ubi, si © posilivus est, »2 quemlibet numerum integrum indicat, sin v» negalivus 
est. m numerum imparem exhibet; 


er 0 si s impar 
4. w(2,14 2,02) — (si s impar) 
$ Pi SW is 74 1—-w)--1 -- u) (si $ par) 
an 
>} r W sin — 





rn ' 27 R „ara 
11 (1 — 2wc0s— -- u) + sin arc lang 

$ Ss 6) 2ı 
1— w cos 

$ 











— (05 
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im 47 
Arz / Ir Ar rt 
» / ‘ I . y} Ay 
— 005 — / | (1—2wcos— + w )+ sin —— arclang 
$ Ss | $ ° In 
I — mei 
s 





— c0S 2 —1y (- 2weos at w) 


u A)sı 
BE nice / 





. (s—H)rr s 

- sin ———— arc tang b. 

$ (s— 4) B 
1 — wcos —— “N 

5 
8 
(v>0, w=yYe) 
0 (si s par) 


—;—log(1+%) (si s impar) 


42. w(Z,1 1— -,—v) ee 


. u 
tw sın — 
S 








rt sr 9 . st 
1 l | (1 — 210008 — -- w) + sin arc lang 
Rx s ı N 
1 — w cos — 
7 


In 


© sin — 
Ira, $ 





In 3r 
ıAa- 210 cos— -- 4 + sin are tang 





Int 
1— w cos — 








$ / 
(s—y)ra : 4) 
— 008, ——— / ya — 2w cos 2 10° °) 
$ $ 
. (ss —4)n 
| . (s— 4) st ” un $ | 
- sin -— arclanef| — 1 : 
S (s— „)r 

1— 0 cos = 

$ 


(v>0,w= yo) 


ı  F . . . . . 
ubi 2 quamlibei fractionem genuinam indicat. Quae relaliones eliam alio modo 


derivari possunt. Ex aequalione (26.) enim dedueitur 


y(y—1,y,v) = vll Y> I a) 


_—— 


juae quidem relatio valere nequit, nisi est vo = 4. Hinc ex aequationibus 
(36., 37. et 38.), factis subslitulionibus, aequationes (40., 41. et 42.) sponte 
demanant. 








- nr Te ® ei RB x N +), x(x+l)(x+?) „3 .. 
150 2. Schaeffer, adnotationes ad seriem i+= ot OH "TEN Ann © +... ininf. 


20. Il. Gaufs pereleganter functionem w(x,y,®) in fraclionem con- 
tinuam eonverlit (el. Comm. Gott. rec. Vol. 11.. chf Disquisitiones generales 














circa seriem infinitam, 8. 13.). Liceat mihi, hance formulam huc apponere: 
Est 
1 
5" a o,. 
49. Yv(T,y,v) = ee 
1 —— 
/EH 
4 um - 
, ER SEEN 
' dı 
1 — etc. 
ubi 
r v—), 
ud = —. b re 
) ‚vH 
(r+1)) 2(y+H1—r) 
ec 23 a EEE Wr. 7,9 d — | 9 we! 1 3,° 
v+Dor+2) Hr rY) 
(r—+2)(y+1) 3(y7 +2— r) 
e _ x — / —— us 
() +s)(Yyr%) y+s \YrP) 
eic. 


Jam ope hujus aequalionis, secundum relaliones supra erutas, alias expressio- 
nes in fracliones continuas convertere licet, quarum nonnullas bie evolvisse 
operae prelium eril. 


Primum, adhibita aequatione (39.),. ex relationibus (29.6. et 34.5.) 
deducuntur hae aequationes: 
































14 5.8. er+1 TER 1 
2.4.06. (2r) e rl 
m (2r—+1) (2r-+3) 
1(2r—1) 
y., rt3N@r+9) 
| (2r+212r +93) 
ar (2r+5)(2r-+7) 
2 (2r—3) 
arte) 


(2r+3)\2r-+5) 

ai (2r+9(2r +1) 

Jr —9) 
2,+11)(2r+13 

4 »+11)(2r+13) 


1 — elc. 
































y(ty+i) y(y+i)ty+) 





ae unbe) 1 
(2r) z— 


45. 








| © 


3: 
2. (2r—1/2r+1) 


__ Er + Dr. 
a _ 


2r 3N2r- >) 
BE 
al 
(2r +5) +7) 
rn 
(Zr +Ni2r4 9) 
1 
r (2r— a2 + 5) 


= (27 Fr +1) 

























































































1 + etc. 
Quae aequationes pro r ==) dant: 
46. da = —ı ae 
en Are on 
1 14 
7 5 3 yi re 
= — 
und TE ee 
Q. 
1 ) “7, 
Lem a 
Deinde ex (30. et 35.) demanant hae aequaliones: 
1 Kari. 
2 wi —1 
R sin er - 7 1(—2) 1(,—1) 
ING 2(y—1 
420 an 1% th 
De 
—,—5 (yHir+2 
ge > Arge 
4a ‚_:(r+9) m 
2 (619 —7) Er“ 2(y+3)(y +4) 








1 
TIr eic. 1 — etc. 
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YO+D YOy+HCr+2) 
1 1 
19 71 ni Mi v1 
u sin(ena) Fe (a — 1a) 
a(ır +1) ir 1)(.r—2) 
1 1 nn. 
“ 1-1 r 1-1 
(„r+-Nu+2) (2—2)(ır —9) 
1 vr 
r (++) Ä (22 1. —2) 
(.r-+2)(.r +9) (v3). —4) 
+ 2.2 ; 2.2 
1. tDIetd ME Dlr—5) 
(+2) +2) SE TYPE T 
5-4... +5) FE > oma. osmenns. 
171 B= etc. 1 etc. 
I\v)IX») ca 
Alque eodem modo eliam 73 . „ per (23. et 33.) in fraclionem conli- 
(vy 
T(»p)l (4) R 4 er ’ 
nuam, el 7 ' 2) sive & PT 4)" di variis modis secundum (27. et 32.). 
03 


0 
vel (24. et 25.) in binas fractiones conlinuas evolvi polest. 

21. Nune non alienum videlur, casus speciales enumerare, ubi w(.r,y, tv) 
algebraice aut per funcliones notas exhiberi possit. Ex relationibus allatis au- 
tem facile intelligitur: 

I) pro v=Q, esse y(a,y,v0)—=1 secundum (3.); 
u 
y—ı—1 





2) pro v=1, esse y(X,y,v) = secundum (2.); 


3) ivo—=!, w(a,y,v) per funclionem /' exprimi posse,. dummodo sit 
2y—.xr aut O0 aut numerus quilibet integer vel posilivus vel negalivus. 
secundum relaliones (28., 19. et 21.): 

4) ive—=—l, y(a,y,v) per funclionem /'exhiberi posse, dummodo x + 
aut O aut numerum quemlibet integrum vel posilivum vel negalivum prae- 
beat. secundum aequaliones (33.. 19. et 21.): 

5) si = zyphrae aut numero euilibet integro negalivo aequelur, w(x,Yy,®) 
algebraice dari per (4); 

6) si x numerum integrum posilivum indicetl, w(x,y,®) per logarithmos et 
arcus nn Zyg posse, si modo y ralionalis sit, secundum aegqua- 
liones (3T., „19 et 213 

7) si v numerus —— integer sit, w(a,y,t) algebraice dari posse per 
aequaliones (5. et 21.); 


FI 
u 


si 2—y aut zyphrae aul numero negalivo integro aequalis sit. w{x,y,v) 
algebraice exhiberi posse per aequaliones (6., 19. et 21.): 























‘ In ; nr . > > 2 x u ic 6 Pe x(xX+1)(x-+2) „3 , \ j nr 
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9) si @—y numerum posilivum inlegrum praebeat, w(z,y,v) per logarith- 
mos el arcus circulares exprimi posse, dummodo y rationalis sit, secun- 

dum (41., 42., 19. et 21.). 
22. Atque eliam hoc notari potest. Fingamus, valores funclionis w(x, y,v 
notos esse ab 20 ad a1, ab y=lady=2etab v—0 ad v—!. 
Tum w(z,y,v) ex (18., 19., 20. et 21.) notescet pro quovis x et quovis y 
abo=0 ad v—=}. Deinde ex (25.) inveniunlur valores ipsius » ab » — ! 





ad v—=1, alque ex (26.) ab v—=—1 ad v—0. Unde patet, sub illa hypo- 
thesi, omnes valores funclionis w ex datis relationibus computari posse. 
23. Obiter eliam de hac re fiat mentio. Posito in aequalione (23.) 


—|! 


er DUB A — 5, prodit 


‘ a 0 NO Tilo 
—. T 2 — >»: — — .. us 1 - ) 7 » 
At est 











i 2 N ER 


rt B To let? 





ergo ponendo 


0 , ze +Ne , tet NetDe | en 
I;pgnt Tagn ToTaagn Tee Sn 








obtinetur 
x 1 ‘ > u . (1) N 2 cl?) | a2 (3) f 
30. A— P)( on 0 yr v(z, 2 PER P5 ng .) = Se) TpP (X%,0) Tr [? N (x,e) en elc.. 


| (2) 22.& 8) a 
unde colligitur, seriem Sn "PN t Pd elc. iisdem casibus summari 





) 


posse, quibus funclionis v(2,2 —/, Fe summa assignari possit. 
Quod quum ex (13.) sit 
u da 1 — Do 
/ (1—-ga)“a? Terence Bet, Ah 
(50.) transit in 
” 1 SU) 1 ya ll) | 
/; u HRSO +... + BSCH + etc. 
0 


(l—oa)* @i 











Hinc vero colligitur: 








de Fe ” de . setD, 
n! dp" (1—oe)* 77) se 
(#=0) 
h. e. 
(Ye 
51 - Set) 
ö ai 1—oa)“ me)" 
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y0) yo+D(y+l) 
Jam posilo 
Sur) __ ge 4 _ E20, FatDe 1 gre 
1 v.0) s e > (x,0) ae 1 „art i Te 4 „2.3, x e ©. D 


oh 


J We) ae = Mi. 
92. I a —1)(log(—)) du zen m 


Hine. quoniam est 
INN: 
| Bn (1087) 
. ) log ni 1 

















lite. 2. ae a 
“ 177 Mr Zi 
dedueilur 
2 de __ — 29 129 1 EO 1 ote 
om = I TR TR T ah 
1 
unde. Bene in integrali —— =, prodit 
1— 00 "= 
. a 
33 <() ei (2) L (3) a _ ie yıldy l—u dy 
I It Fit Fin tele. = f I) 
J / Ei ad) 


(uae integralia, si = ralionalis esi, per logarithmos et arcus circulares ex- 
primi possunl. 


Deinde quum sit 


. log (=) & log > 
N Zar 

















1 ze 
ex (92.) derivalur 
a < Ru a u 
I er n. I)eda = TE-  Tee) 5 TE) elc. ; 
unde. posito in integrali erreat? sequitur 
—D5 
) > 1—o x 
- gl) de | (y—1)(y—l) 
34. ,o) Fo —(xX,0) "TA X,0) er elc. an o®, y’ dy, 


juod integrale algebraice aut per logarithmos exprimi potest. 


+ 
J 


24. Denique !heorema memorabile, quod ad functionem w speclal. 
exponamus. Stlalualur 





. Pi-+r)sin( Yr®) , ee 


x A-+hr 
Y Ti A+-hr) A 
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ubi  quanlitalem positivam, 4% vel posilivam vel negalivam indicat, et Z(1-v) 
in signilicalu generaliori aceipitur. 


Primum aulem indagemus valorem functionis f(x, y) pro valoribus po- 


sitivis inlegris ipsius y. 


Pro y==0 quidem, quum habeatur, ex (5.). 
r hr hr % | = 
a) = a) | = Han, 


sin(Or) 27° 7/sin{yn)‘ 


. . ” PFıyd-+hAr)’ 
sumendo loco ——, lin —— )—1, obtinetur fi, = 2 1. 
Un yn / | a Be 


(A-+ Ar)’ 
Quod si y numerum posilivum integrum z= indicat. eril 





N (= Br ın (yoz) 0 
En Bay) =); 
Y h 9 A-+hr ’ sıll \) / 


ergo f(x, y) formam 0. reeipit. Jam si hoc casu, solito more, aceipilur limes. 
versus quem f(x, y) convergit, dum y versus m convergit,. ad valorem cor- 
respondentem funelionis f(z, y) inveniendum ponatur v—=mn— ce, indicante 
- quantitatem infinite parvam. 


Quo facto erit 


sin(ys x Ihr N 
pa) = IR y(Z,1-y, 7) 

















” h Ahr 

I: ne SE fc 5.0 hr 

Er sc Ah’ ü, A-+fhr 
ale = (— 1r1sin(an)”"S z| Ob hr y1 
P\ Be en 7 = [TmFoypn 1+hr : 

(5) 

: fa) je; (—4)r—-1sin (« rt) u h ee n 
f\ u nenn - Z— (d—m-+ «)"!1 i+hr 





enll—mtayiit \l+hr) 





(—1)"-1sin (en) 3 vw y" = (+ m) w | 


ZU tt+ayrtt me rpie 


Jam pro «= 0 membri dextri hujus aequationis terminus prior evanesecit; unde. 


\sin(er) 
ob lim. } _— 


— 1], facile invenitur 


20 * 








+1 (x+l1)(x-+?2 u 
ee ICH Lin inf. 
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mIi n] 
(17 (£) ri NH ) hr Y 








lim pla) — B5 
BER Any \Tfar/ Z [71 1Fhr 
(4 mIi er mIi 
u) Mi hr )" (1 hr a 2) 
nie \m; “ S; 
(m—1)! \I-+-hr 1+hr ( rn 1 u 14 hr) 
Hine, quum sit 
" Va az Tı er. 
fa,m) = af, y) = iu er ) f « . 
(m — a) 1 +hryt are 
colligitur 
G mil 
/ = mIi 
m ! j (hr)” (1- m: hr)" — un hr ( ) = zrih 





f(z,ın) = a er 
m(i+hr)" r” 
ltaque, quoniam etiam est =" —1, 


ubi a2 aut zyphram aut quemlibet numerum integrum posilivum indicat 
mIh 


habemus hanc aequalionem generalem. 


68. .. fine) == £ 
23. Simili modo, si y numerum negativum integrum indicat, 

Iinita pro f(&, y) invenitur. Hoc vero casu est Z(1-+-y)=x, sin(yr) = 
— m-- ce, indicanle »a numerum quemlibet integrum posi- 


expressio 


MO —— 


ilaque statualur y= 
ivum, el «@ quanlilalem infinite parvam. 

f ' BE 
(e—m-+1)1 En eril 


Ob !1-e)=ale—1)(e —2).... 
(—I1)”T een 




















Pii-+r)sin(v nm) I i—m-+e)sin(—m-+e)n 
u z — sl F an(a—]1) .(e—m+1)' 
unde 
im ZU —m-+a)sin(—m-+ «) - A I 1— m)sin(— mn) zZ 1 
\ sc z (m—1)! 


X | / ; i x 
Jam vero v(Z, 1--m, 1) aequatione (21.) ad v(Z, ) n u hr)" 
absoluto, ex (95.) prodit haec aequatio, ubi »» quem- 


redueilur. Quo raliocinio :i 


lihet numerum posilivum inlegrum exhibet: 

















l 
7 “a, —m) = 
. fa, — m) (w— mh) (2 —(m—1)h)....(w—2h)(xc —h) 
2 er . yr-ı E ymn—? Ei; 
en En = I) (e— mh) r (m — 2)! (ve —mh)(2 —(m—1)h) | 
(1-+-Ar)? 
ERIENEENE I. ; ik 1 | 
Na — mh) (a —m—)h)...(e—2h) | (mh) m—1)h)....(a—2h)(e— h)I 
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26. Secundum (10. et 12.) est 


fr aYda 1 (a i ro 
—— J ’y® y _— > . 
J (te)* VDazer !\® N iEo 








e>0, y>1) 
. . . . “ . ... Er : 
Proinde, indicanlibus 4, r quantitates posilivas, ponendo —- loco ©, I— 


ch 
loco y, Ar loco go, erit 


Yhr amyid = 
J ; a: Eye Hz PA° »7 hr ) 


| 

















0 (1 + a)t‘ (hr) (1+ hrjer 
(vy<öÜÖ) 
unde 
(d-+-y)sin( YV st) w(— y, + hr . _ I4+y)sin(yn) ri dhr ay1 do 
+h’ 1+ hr . 23 
ya(il+ hr)ER? RR 


0 


sive ex (95.), si in hac aequalione sceribitur +4 loco 4: 


vr ay-!ı 
8 fay)— — N ae ; 4 


1 -a)- en 





(<V) 
27. Jam de funelionibus f(x, y) generaliter theorema binomiale valere 
demonstremus, h e. hanc aequationem locum habere: 
(e) Kars = y)Ayfs y-N. fs D+Yyfl,y—2)./(2, 2) 
- ysl(z, y—3) .[(z, 3) . elc. 
denotanlibus yYı, Yas Ya,» Co@flicientes binomiales potestatis y. At si y 
numerus posilivus integer est, per (596.) aequalionem (@.) valere constat. Si 
autem y non posilivum integrum est, haud diffieile est visu, seriem propositam 
non convergere, nisi Ar ad summum unitalem aequet. Nam posito 

















A, ey, ‚y—n).f(z,n). 
ex (55. et 56.) est 
In I(i+y—n) ae zrih = hr 
A, = v(Z ) +2,10) 
(y—ıa)a (+An)ı R 
P1-+y) 
N Rn —— pn ae 
et ob / (1 7) n) v(y—A)....(y—n+I1) . 
» ın/Il 
= Fatosingem (h) en 1I—y1in hr ) 
u yon) FR IT TE 


rl + h RL Po 


Primum patet, esse debere /r = —1}. 

















a ä , . 5 R x(x+l 2ı xX(x-+1)(x-+?2 us 
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f Pe " \ h i . . * * 
Quod quum w(—,1—y--n, ———), quanlilate n in infiniium ex- 
ei 1+hr 


. I 
crescente. versus 1 convergat, ex aequatione antecedente facile intelligitur. 
seriem Ay, Ay, Ar, .... convergere, si ar<i1, divergere si Aar>1. Si 


w 
a. 


autem est Ar =1, series convereet. si 7 <?% diverget, Si >? Quod 
gel, Pr 


quum ex aequatione anlecedente facili negolio comprobari possit, hac in re 
Non commoremur. 


Jam ponalur +4 loco 2, ita ut A quantilatem posilivam indicet, atque sit 
nz, 


S = FIy,f(z,y—n).f(z,n)N. 


ni) 


Tum, quoniam est f(z, n) — z”!*', secundum aequationem (58.) erit 

















et. Ly in(y hr yet 
S— _Y (> „Z(1-+-y—n)sin(y—n)n Kongrish hr a da 

nz st a / 

ur (1i--e)** 
SIVe 
\ ‚\cın{v Ir ya n=% ı „nl+h 
any \ I\ 1 47 Isın( h) 7) I) y/r [94 y de x \ „rl+l © 38 
A a FE hi ) 
« { ! 





r=r ( „nl+h n 
. mır „Zw — . 
At posito IY = 2 ,— (Z ) N, oblinetur 


nf 























 - nI—1 —— nZ—1 
mw — en er BEN ee \(Z 1) f 
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RR FiA+n)sin(ya) ,, Ar ayidea 
‚ PEN T e x+z 9 
0 (d+a)* 


h. e. ex (98.), 
S —= f(r-+2,y). 
Ilinc elucet, relationem (@.) valere, certe si sit „<<0. Bam vero genera- 
liter veram esse, hoc modo perspiei potest. Sceribamus denuo A loco +4, ita 
ut A quantitatem vel positivam vel negativam exhibeat. Secundum (26.) habemus 
an) = Hamlet -ar) 
-I1+hr i h 


eroo es! 
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n=1) 
x mil 
"= > DR Ye 
u BT ynIh ( yın yY 2 
"ZU, m={) iR a (1 —Y- jmd \ / 3 
(y—n)a(i Hhn)e r 
unde 
mil 
en mA RER „nıh | 
y Si n(ya) "77,79 l 
(HH) NN) — +-r Li R yrt) >> 4 (AM mp-ytmtn. 
-1 n=0. mi y-+n)' HmIl r N 
xt hr® a \ 
Deinde est 
” I(1--y)sin(yr) x 
. | ir “N. = r 
z-+23,y)= + S= | v(1—y—: ne: 1—y, — hr), 
yal+hr) r 
Fi nI1 2 mil 
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Ex aequationibus (ZH. et Z.) colligitur esse, Eu mtn—1, 
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ubi est 





(L) By, == (- 9") 7 erlirte-g) zu Du 
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+Hn/l \ —h) I 


y-n 
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ni) | Y —y)Itrrll(tn)! n!(—ytn)!ti=rf 


Jam in superioribus demonstratum est, esse S— f(2-+2,y)—=0 pro 


omnibus valoribus quantitatis # intra 0 et v.n. (--) positis alque pro omnibus 


valoribus negativis ipsius y. Quod quum, 
I(1-y) sun um 





siquidem y non positivus inleger 


esse 


est, eXpressio — zyphrae non aequetur, ex (Ä.) perspieitur 
ai-thr)r 
l=x 
debere & Br —= 0 pro iisdem valoribus; proinde vero eliam esse 
I=ı) : 


B(y,Ü)=0 pro omnibus valoribus negalivis quanlitalis y. Atqui ex aequa- 
tione (L.) cernitur, B(y,T) praebere funclionem rationalem fraetam ipsius v. 











| 





» oO , ng. . 4 ? A x a 2 1 2 > +1 d -2 a ” . 
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rgo identice pro omnibus valoribus quanlitatis y esse debet B(y,)—=0. Ex 
quo dedueitur, secundum aequalionem (K.), eliam S— f(x -1-z,y) pro omnibus 
valoribus ipsius y zyphrae aequari. Itaque habemus hanc aequationem generalem: 
» fersy)=f&ytyfoyr—Dfs DAY y— Mrz, 2) 
Ysf(2, y— 3)f(z, 3) -- in inf. 
28. Scholion. Si funclio f(z,y) non per aequationem (55.), sed per (58.) 
delinila essel, pro Ar—1, valente signo inferiori, obtineretur f(x, y) = a’'-". 
Constal enim esse 
| 
R x K-Yr(Z+1) 
4 er d1— eo) da = s 
e x 
. r—y+-Z +1) 


(7 <Q z — —1) 





ereo eril 
-; 
fa) I\1+y) P(—»y)sin (VA) 1 Art 1) 
Can ee - 


sc "5 Er Kr 
N-r+ +1) 











el. quum sit 
7T 


I1-y)1(—y) 


sin(—yr) 
Nz+) 
, a r h abet 
Kz,y) = h e = (2 —-(y—1)4) 
N—y+7 T 1) 
(cl. Gaufs in commentatione laudata, $. 22.), sive f(x, y) = «a (siquidem 
lacultas, differentia negativa, veluti maxime consenlaneum videtur, ita definitur. 


ut sit DT+— (x — (y—1)A)Y'?). 


Quibus assumtis, eliam demonstrationis in paragrapho antecedente eXpo- 


habebitu: 





sitae pars prior valet; ea igitur simul continet demonstrationem theorematis 
binomialis facultatum, certe talium, in quibus exponens et differenlia negativa. 
baseos autem prima pars differentia major sit. 


3erol. mens. Julii 1847. 
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9. 


Elementare Lösung einer geometrischen Aufgabe, 
und über einige damit ın Beziehung stehende 
Eigenschaften der Kegelschnitte. 


(Von Herrn Prof. Steiner in Berlin.) 


(Auszug aus einer am 19ten April 1847 der Akademie der Wissenschaften vorgelegten Abhandlung.) 





$. 1. 
Au gabe I. „Aus der Spitze Ü eines Dreiecks ABC nach irgend 


einem Puncte D der Grundlinie AB eine solche Gerade CD zu ziehen, 
deren Quadrat zu dem Rechteck unter den Abschnilten der Grundlinie, 
AD und BD, ein gegebenes Verhältnifs hat, wie ım:n.’ Und 

I. „Wenn die Grundlinie AB der Gröfse und Lage nach gege- 
ben, so soll die Grenzlage für die Spitze C gefunden werden, üher welche 
hinaus die Forderung (1.) unmöglich wird.” 

Erste Auflösung. 
Man setze m:n = g, so soll sein 


CD’ —= q.AD.BD. 

I. Was zunächst die Construction der geforderten Geraden CD, so 
wie deren Möglichkeit und Unmöglichkeit betrifft, so ergiebt sich dieses Alles 
leicht wie folgt. 

Man beschreibe um das Dreieck ABC (Taf. II. Fig.1.) den Kreis und ziehe 
mit seiner Grundlinie parallel die Geraden U und V, deren gleicher Abstand » 
von derselben sich zu der Höhe A des Dreiecks verhält, wie n:m, so dafs also 

h:p=m:n =g. 

Zieht man nun weiter aus der Spitze CE durch die Schnitte K und #,. 
F un F\ der Parallelen U, V und des Kreises die Geraden CE, CE,, CF, 
CF,, welche die Grundlinie in D und D,, D und D®, treffen, so sind CD, 
CD,, CD, CD, die vier verschiedenen Geraden, welche der Forderung (1.) 
genügen. Denn vermöge des Kreises ist z. B. 

CD.DE = AD.DB, 
und zufolge der Construction 
CD:DE =h:p == g, 


Crelle’s Journal f. d.M. Bd. XXXVII. Heft ?. 
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folglich ist 
CD’ — y.AD.DB. 

Von den vier Puncten der Grundlinie, nach welchen die verlangten 
Geraden gezogen sind, liegen allemal zwei, D und D,, zwischen den End- 
puncten der Grundlinie AB, wogegen die beiden andern, D und D,, auf ihrer 
Verlängerung, und zwar entweder auf jeder Seite einer, wie Fig. 1., oder 
beide auf einerlei Seite wie Fig. 2., liegen, je nachdem nämlich beziehlich 
m >n, oder m<n ist. Ist insbesondere a=n und A=p, so geht V 
durch die Spitze C, F' vereiniget sich mit C', und dann fällt CD, auf V, so 
dafs der Puncet D, sich ins Unendliche entfernt, und die Gerade CD wird 
Tangente des Kreises im Puncte C. 

Hiernach ist es auch klar, wie die construirten vier Geraden paarweise 
unmöglich oder imaginär werden können. Denn je nach Beschaffenheit der 
oegebenen Gröfsen »n, n, Ah, kann die eine oder andere Parallele U oder V, 
oder es können beide zugleich jenseils des Kreises liegen, wo dann das eine 
oder beide Paar Gerade unmöglich werden. Beim Übergangsfall, wo eine 
der Parallelen U oder V den Kreis berührt, fallen das bezügliche Paar Ge- 
rade in eine zusammen. 

Bemerkung. Die vier Geraden CD, CD,, CD, CD,, oder einfacher 
bezeichnet, d, d,, Öd, d,, bilden paarweise mit den Schenkeln des Dreiecks, 
CA und CD, oder « und 5b, gleiche Winkel, nämlich es ist 

Wink. (ad) = (bd,), und Wink. (ad) = (bI)), 
weil Bogen AK —= BE,, und Bogen AF'= BF'. 

Es folgt daraus umgekehrt: Dafs wenn man aus der Spitze eines 
Dreiecks nach der Grundlinie zwei Gerade zieht, welche mit den Schen- 
kein gleiche Winkel machen, und welche entweder beide innerhalb oder 
beide uufserhalb des Dreiecks liegen, dann die Quadrate dieser Geraden 
zu den Rechtecken unter den respectiven Abschnitien der Grundlinie alle- 
mal gleiches Verhältnifs haben, d.i. d’:AD.DB=d):AD,.D,B, oder 
:AD.DB — 0):AD,.D,B. 

Ist insbesondere die Gerade CE, Durchmesser des Kreises (Fig. 1.). 
so ist der Winkel CEE, ein rechter, und dem zufolge CD oder d das Per- 
pendikel aus der Spitze C auf die Grundlinie AB. Somit hat man den be- 
kannten Satz: „Zieht man aus einer Kcke eines Dreiecks den Durchmesser 
des umschriebenen Kreises und das Perpendikel auf die Gegenseite, so 
bilden dieselben mit den anliegenden Seiten gleiche Winkel. 
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Nimmt man für einen Augenblick das Dreieck ABC als gegeben, da- 
gegen »p oder y==Ah:p als unbestimmt an, so ist klar, dafs y ein Menimum 
wird, wenn die Parallele U oder V den Kreis berührt, in &, oder F\, (Fig. 2.): 
dabei fallen d und d, in eine Gerade d,, oder Öd und d, in eine Gerade ), 
zusammen, und diese Geraden d, und d, hälften also die Winkel (innern und 
äufsern) an der Spitze ©. Seien D, und D, die Puncte, in welchen diese 
Geraden die Grundlinie treffen, so ist also einerseits dj: AD,.BD,, und an- 
dererseits 03: AD,. BD, ein Minimum. — Ist insbesondere das Dreieck an der 
Spitze CE rechtwinklig, so ist: 

d’:AD,.BD, —= 0): AD,. DD,. 

Il. Was nun die zweite Frage: Die Grenzlage der Spitze € betriflt. 
wenn die Grundlinie AB als fest und y als gegeben angenommen wird, so 
läfst sich dieselbe getrennt, das eine Mal in Betracht der inneren Geraden d, d, 
und das andere Mal in Rücksicht der äufsern Geraden d, d,, wie folgt leicht 
beantworten. 

A. Wir haben bereits gesehen, dafs d und d, nur so lange möglich 
sind. als die Parallele U den Kreis schneidet, und dafs also der Zustand, wo 
U den Kreis nur noch berührt, die Grenze bildet. Dabei vereinigt sich der 
Punet E, mit £&, D, mit D, und die Gerade d, mit d. Der Punct E (Fig. 3.) 
ist die Mitte des Bogens ABC, und sein Ort — wenn das Dreieck und der 
ihm umschriebene Kreis sich ändern — ist die auf der Grundlinie AB, in 
deren Mitte M, senkrechte Gerade Y. Die Gerade d hälftet den Winkel (ab) 
an der Spitze ©. Wird unter diesen Umständen AD=a, BD—b,, und 





a,--b,=2y, oder MA— MB=y gesetzt, so hat man zunächst 
1. . u g.a,b,, 
a b 
rn 


Da nach einem bekannten Satze über das Dreieck: 
ab — d’-—-ab,, 
so ist ferner (1.): 
3. ab—= (1-194).ab, — Lg: 
Aus (2.) und (3.) folgt: 


4. 1-9) ar . z? 





! 


und daraus weiter 


- 


5. a+b = (arb)yi+g) = ?2yyi-+g), 
21 * 
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d.h. die Summe der Schenkel «--D ist constant. Man setze diese Constante 
2yyi+g)=?R%e, und d—yY —=P, 





so Ist 

6 ze nn (1 ai ( ) — yon 2 b oder 

E y Y\ | / . u, Pe b, , 
= al s d? u d’ 

. 2 Ban 4 -gasEhi- a in see Aa 

7 a,b, @& 1+y ab 7 ab, 

) B J \ d / 

5. d pe —ni — y(ab) = — v(a,b,). 
& y 


Man setze ferner CE=e DE=f und AE—=BE=g, so ist 
d:f=h:p=g und e="d-+f, 








oder 





9. d=gq.f, md e= (i-+g.f= m. d, 


und weiter: 
10 ade; 
1 


11. „sa Ta, Va 7 ab. 


Da die Dreiecke DEB und DAC ähnlich sind, so ist 


12. TE, , etc. (6.), 
1 
und weiter: 
44 L- 5 m. PER. Bi — e $ | Ls | b 
13. y= ek ee > d ZT 


Wird der Winkel (ab) oder ACB durch bezeichnet, und bemerkt, dafs 
Winkel BAE—=1%, so ist 





cos3yp —= 


Y 
g Y(ab) ’ 


oder 
14. y(ab).cos4p — P. 

Die vorstehenden Gleichungen enthalten nebst der Lösung der obigen 
Aufgabe zugleich auch viele, theils bekannte, Sätze über die Ellipse, nämlich 
in Worten enthalten sie folgendes: 

„Alle Dreiecke ABC, deren Spitzen C in der verlangten Grenze 
liegen, haben die gemeinsame Eigenschaft, dafs die Gerade d den Win- 
kel (ab) an der Spitze hälftet; dafs die Schenkel a und b zu den ihnen 
anliegenden Abschnitten a, und b, der Grundlinie constantes Verhältnifs 
haben, nämlich wie y(1-+-g):1; dafs daher auch die Summe 2« der 
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Schenkel constant ist und sich zur Grundlinie 2x ebenfalls wie y(1-;y):1 
verhält (6.); u.s.w.” Oder: 

„Die gesuchte Grenze :ıst eine Ellipse, welche die Eindpuncte A, 
B der festen Grundlinie zu Brennpuncten hat, und deren grofse Axe 2« 
sich zur Grundlinie oder doppelten Excentricität 27 verhält, wie Y(1--g):1, 
oder deren halbe grofse Are «, halbe kleine Axe 5 und E.xcentricität y 
sich verhalten, wie y(1--g):yy:1.” 

„Jede Ellipse hat folgende Eigenschuflen: Zieht man aus irgend 
einem Puncte CE derselben die beiden Leitstrahlen a, b und errichtet die 
Normale CE, so theilt letztere das Stück AB der Hauptaxe X zwischen 
den Brennpuncten allemal in solche Abschnitte, a, und b,, welche zu den 
ihnen anliegenden Leitstrahlen constantes Verhältnifs haben, und zwar 
wie y:a, d.h. wie die Excentricilät zur halben grofsen Axe.’ „Ebenso 
hat das Rechteck unter den genannten Abschnitten, a,b,, zum Quadrat 
der Normale d’ — diese bis an die Hauptaxe X genommen — constantes 
Verhültnifs, nämlich wie y':P’, d.h. wie das Quadrat der Excentricität 
zum Quadrat der halben kleinen Axe.” „Desgleichen hat das Quadrat der 
Normale, d’, zum Rechteck unter den Leitstrahlen ab, constanles Ver- 
hältnifs, wie P*:o°, d.h. wie die Quadrate der halben Axen; u. s. w. (7.). 
„Die dre: Abschnitte der Normale, zwischen ihrem Fufspunct C und ihren 
Schnittpuncten D, E mit den Axen X, Y haben unter sich constanles 
Verhältn:fs, und zwar wie die Quadrate der halben Axen und der Ex- 
centricität, nämlich es verhält sich e:d:f—= «a: :y’ (10.); also verhalten 
sich die Stücke, d und e, der Normale bis an die Axen X, Y umgekehrt 
wie die Quadrate der respectiven halben Axen; u.s.w.” „Dus Recht- 
eck, de, unter den Stücken d, e der Normale bis an die Axen ist gleich 
dem Rechteck, ab, unter den Leitstrahlen; u. s. w. (11.).”— „Die Gerade y. 
welche einen der Brennpuncte mit dem Schnittpunct E der Normale und 
der zweiten Axe Y verbindet, verhält sich zum Stück der Normale bis 
an diese Axe, e, wie die Excentricilät zur halben grofsen Axe (13.), 
und zum Stück der Normale zwischen den Axen, f, wie die halbe grofse 
Axe zur Excentricität (13.); so dafs also g die mittlere Proportionale 
zwischen e und f, oder g’= ef ist, u.s.w.” — „Die mittlere Proportio- 
nale, y(ab), zwischen den Leitstrahlen, a und b, multiplicirt in den Co- 
sinus ihres halben Winkels, 4y, ist constant, nämlich gleich der halben 
kleinen Axe 9 (14.).” 
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Man setze den Halbmesser CM = /,, und denke sich den conjugirten 
Halbmesser MH== co, gezogen, so ist letzterer bekanntlich gleich der mittle- 
ren Proporlionale zwischen den Leitstrablen « und 5b aus C, also &,—= y(ab) 
und somit ist (14.) 

0,.cos4p — P. 

Wird der Winkel, welchen die Leitstrahlen aus dem Scheitel H ein- 

schliefsen, durch w bezeichnet, so ist eben so 
Pı.cos4w — P. 

Nun ist bekanntlich &/+ Pi = «’--P°; daher folgt für die Winkel y 

und leicht die interessante Relation: 


- 2 I ns y’ 1 
15. tangky’--tang4y — asaliry 


d.h. „Die Winkel, welche die zwei Paar Leitstrahlen aus den Scheiteln C, 
H irgend zweier conjugirten Halbmesser der Ellipse unter sich bilden, 
haben die Kigenschaft, dafs die Summe der Quadrate der Tangenten 
der halben Winkel constant ist, nämlich gleich ist dem Quadrat der Ex- 
centricilät dividirt durch das Quadrat der halben kleinen Axe.’ 


2 


Für die Axen-Scheitel ist tang4y?— 4 und tang 1y® — 0, was 


FL 
auch stimmt. 

Für die besondere Ellipse, deren Axen sich verhalten, wie die Diago- 
nale des Quadrats zur Seite, oder bei welcher «© =2/5°==2y’, hat man 

16. tang4y?--tang4yv” —= 1. 

Für diese besondere Ellipse treten überhaupt in den obigen Gleichun- 
een und Sätzen ähnliche interessante Modificationen ein. Sie entspricht der 
vorgelegten Aufgabe für den speciellen Fall, wo das Quadrat der aus der 
Spitze © des Dreiecks zu ziehenden Geraden, ED oder d, dem Rechteck 
unter den Abschnitten, AD und BD, der Grundlinie gleich, oder y—1 
sein soll. 

B. In Rücksicht der äufsern Geraden Öd und d, findet nun Analoges 
Statt. Nämlich sie sind nur so lange möglich, als die Parallele V den Kreis 
schneidet; berührt sie ihn, so befindet sich C in der gesuchten Grenze, und 
alsdann vereinigt sich der Punct F\, mit F, D, mit D, und die Gerade d\, mit 
Ö, und es ist der Punct F' die Mitte des Bogens AF'B, so dafs sein Ort die- 
selbe. auf der Grundlinie AB in deren Mitte M senkrecht stehende Axe Y 
ist. und dafs Ö den äufsern Winkel an der Spitze CE des Dreiecks hälftet. 
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Für diesen Fall setze man 


so hat man gleicherweise, wie oben (A.): 
1. = g.ab,, 





. a 6 
1-4.» 
3 0a (ga 


1. Yd-9=2=7, 


d. b—a = (b,—a,).y1—y) = 2yy(1—y), 
d.h. die Differenz der Schenkel a, 5 des Dreiecks ist constant. Man setze 


2yy(l—g) per 20, und y— 0? Ai 3, 













so Ist 
\ „A 7 Be 
b. y — y(1l )= To "5, 
” &* it Be . e.} q Ö° ß” \ Ö° 
ER TE 


Bin Aal Bass. ben ya) 


Wird Cf =e, DF—=f, he AF—=BF=—g gesetzt, so ist ferner 
do:f=h:p=g, und e=f—d, oder 








9. d=g.ß ud e Kalte lei = .d; 
10. e:d:f = «:P’:y | 
11. de=ab; df= bi; ef = ab — — z .ab. 
Da die Dreiecke DBF' und DCA ähnlich, so ist weiter: 
12. $ =. = 7 = ee. (6), oder 
13. = u — 19 —%y D\. 
g ” 1713 as (ad) 
Wird der äufsere Winkel an der Spitze C durch y, bezeichnet, so hat man 
a a 
cos}y, = en odeı 


14.  ylab).cosiy, = P. 
Diese verschiedenen Gleichungen besagen in Worten Ähnliches, wie die obi- 
sen (A.), z. B. 
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„Alle Dreiecke, deren Spitzen C in der gesuchten Grenze liegen, 
haben die Eigenschaft, dafs die Gerade Öö den äufsern Winkel an der 
Spitze hälftet; dafs die Schenkel a, b zu den ihnen anliegenden Abschnitten 
d,, b, der Grundlinie constantes Verhältnifs haben, wie y1—g):1, (4.) 
und dafs daher die Differenz 2« der Schenkel (b—a, oder rn con- 
stant ist (5.) un sich zur Grundlinie 2, HERE wie y1—yg):1 ver- 
hält (6.), u.s.w.”’ Oder: 


„Die gesuchte Grenze ist im gegenwärtigen Falle eine Hyperbel, 
welche die Eindpuncte A, B der festen Grundlinie zu Brennpuncten hat, 
und deren Hauptaxe 2« sich zur Grundlinie oder doppelten E.xcentri- 
eılät 2, verhält, wie y(l—g):1, oder deren Halbaxen «, % und Ex- 
centricität y sich verhalten, wie yl—y):yy:1, (wenn P als reell ange- 
sehen wird). 

Für die Hyperbel enthalten die Gleichungen analoge Eigenschaften, wie 
oben für die Ellipse, was ich nur anzudeuten brauche. 

Wie man sieht muls hier <{1, und also d?> a,b, sein, wenn die 
Hyperbel reell sein soll. 


— 4, so wird die Hyperbel gleichseitig, nämlich 


e—=P—=4yy2, und dann treten in den Formeln und Sätzen Modificationen 
ein, wie oben bei der speciellen Ellipse, bei welcher y—=1. 





Ist insbesondere N 


Bemerkung. Die in der Aufgabe (II.) verlangte Grenze besteht 
demnach im Allgemeinen aus zwei Kegelschnitten, einer Ellipse und einer Hy- 
perbel, welche confocal sind und zudem die zweite Axe 2/ gemein haben 
(abgesehen davon, dafs dieselbe für die Hyperbel imaginär ist); ihre Haupt- 
axen verhalten sich, wie y(1--g):y(1—g). Die Kegelschnitte schneiden ein- 
ander in vier Puncten C,, und zwar rechtwinklig. Somit giebt es vier solche 
besondere (einander gleiche) Dreiecke ABC,, deren Spitzen C, in beiden 
Kegelschnitten zugleich liegen. Für jedes dieser Dreiecke ist daher 

#:ad = H:ab, = g, 
woraus man schlielst, dafs dieselben an der Spitze CE, rechtwinklig sind (s. oben 
I. Bemerk.). Demnach folgt: 

„Bleibt die Grundlinie AB constant und in fester Lage, während 
die Verhältnifszahl y sich ändert, so ändern sich auch die beiden Kegel- 
schnitte, aber der geometrische Ort ihrer vier Schnittpuncte C, ist ein 
Kreis, welcher die feste Grundlinie zum Durchmesser hat.” Oder 
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„Soll ein Dreieck ABC,, dessen Grundlinie AB in fester Lage 
gegeben, die Eigenschaft haben, dafs die Quadrate der beiden Geraden 
d und Ö, welche die Winkel y und y, an der Spitze C, hälften, sich 
zu den Rechlecken unter den respectiven Abschnitien der Grundlinie 
gleich verhalten, so mufs es an der Spitze rechtwinklig sein, oder so ist 
der Ort seiner Spilze C, ein Kreis, welcher die Grundlinie zum Durch- 
ınesser hat. 


Werden die beiden Kegelschnitte, Ellipse und Hyperbel, oder kürzer 
E und HH, gezeichnet gedacht, so iheilen sie zusammen die Ebene in 7 Theile 
oder Räume A. Von diesen Räumen liegen: 1) zwei sich gleiche R,, inner- 
halb & und MH zugleich; 2) einer R, innerhalb E allein; 3) zwei gleiche R, 
innerhalb #4 allein; und endlich 4) zwei gleiche R, aufserhalb & und HM. 
Liegt nun die Spitze Ü des Dreiecks ABC entweder: 1) in einem der bei- 
den Räume A,, so sind sowohl zwei Gerade d (d.h. d und d,) als zwei 
Gerade d möglich; 2) im Raume R,, so sind nur zwei Gerade d möglich: 
3) in einem der zwei Räume R,, so finden nur zwei Gerade Ö Statt; und 
endlich 4) in einem der zwei Räume Ä,, so findet weder d noch Ö Statt, 
d. h. die Aufgabe (I.) ist unmöglich. 

i Zweite Auflösung. 

Von der in der Aufgabe (11.) verlangten Grenze, kann man sich durch 
folgende Betrachtung eine klare Anschauung verschaffen. 

Wird in der gegebenen Grundlinie AB der Theilungspunet I irgend 
wo angenommen, so ist, wenn zudem auch 4 gegeben, die Länge der Gera- 
den ED oder d bestimmt, da d’—=y.AD.BD sein soll. Daher ist für 
jeden Theilungspunet I der Ort der Spitze EC des Dreiecks ein Kreis, der 
D zum Mittelpunet und d zum Radius hat. Und daher ist klar, dafs die ge- 
meinsame Enveloppe #E aller dieser Kreise D die gesuchte Grenze ist. Je- 
der Kreis wird von der Enveloppe K& in denjenigen zwei Puncten EC berührt, 
in welchen er von dem ihm zunächst folgenden geschnitten wird, oder, wenn 
man sich so ausdrücken darf, in welchen er von dem mit ihm zusammenfal- 
lenden (oder von sich selbst) geschnitten wird. In jedem andern Puncie €, 
wird er von einem der übrigen Kreise geschnitten, aber nur von einem, Jene 
zwei Berührungspuncte C lassen sich z. B. durch die Eigenschaft der Ähn- 
lichkeitspuncte zweier Kreise leicht geometrisch bestimmen. 

Es seien D und D, zwei der genannten Kreise, und F' und F\, seien 


ihre AÄhnlichkeitspuncte: so sind diese (nicht allein zu den Mittelpuncten D 
Crelle’s Journal f. d.M. Bd. XXXVII. Heft ?. 22 
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und D,. sondern zugleich auch) zu den gegebenen Puncten A und B har- 
monisch, was leicht zu erweisen ist. Eine äufsere gemeinschaftliche Tan- 
sente £, die also durch den äufsern Ähnlichkeitspunet F' geht, berühre die 
Kreise beziehlich in @ und @,, und der diesen Puncten zunächst liegende 
Schnittpunet der Kreise heifse €',. Bleibt nun D fest, während D, ihm näher 
rückt. bis er endlich mit ihm zusammenfällt, so rücken die Puncte € und €, 
auf dem festen Kreise D einander auch näher, bis sie zuletzt sich in einen 
Punet CE vereinigen, welcher der verlangte Berührungspunct ist; dabei fällt 
auch &, in CE, und der innere Ähnlichkeitspunet F\,, der stets zwischen D und 
D, liegt. fällt in D. Demnach werden die zwei Puncte C, in welchen ein be- 
liebiger Kreis D von der Enveloppe E berührt wird, wie folgt gefunden: 

„Zu den drei Puncten A, D, B suche man den vierten, dem 
D zugeordneten, harmonischen Punct F', und lege aus ihm Tanygenten 
an den Kreis D, so send deren Berührungspuncte die verlangten zwei 
Puncte Ü 

Zieht man aus einem der construirten Puncte Ü nach den Puncten 4, 
D,B, F' Strahlen a, d, 5b, f, so sind diese auch harmonisch; und da d und 
f zu einander rechtwinklig (als Radius und Tangente des Kreises D), so 
hälften sie die von «a und Ö gebildeten Winkel. Hierdurch gelangt man, für 
die Bestimmung des Orts von CE, zu denselben drei Fundamentalgleichungen, 
wie bei der ersten Auflösung (II. A. 1., 2..3.), woraus also, wie dort, folgt, 
dafs die Enveloppe & eine Ellipse sei. 

Der Kreis D kann mit der Enveloppe # reelle oder tmaginäre Be- 
rührung haben. Ob das Eine oder Ändere Statt findet, hängt davon ab, oder 
wird bei der obigen Construction daran erkannt, ob aus F' Tangenten an den 
Kreis D möglich sind oder nicht, also ob F' aufserhalb oder önnerhalb des 
Kreises liegt, oder ob d Äleiner oder yröfser als DF ist. Es finden immer 
beiderlei Kreise Statt, und der besondere Fall, wo gerade d=DF, oder 
zur Unterscheidung, d,—= D,F,, bildet den Übergang von den einen zu den 
andern. Bei diesem Übergangsfalle vereinigen sich beide Berührungspuncte 
©, mit F\,. und der Kreis D, wird der Krümmungskreis der Ellipse E& im 


/() 


Scheitel F), ihrer Hauptaxe 2o. Die Lage des Mittelpunets D, wird durch 


die zwei Gleichungen 
d: — q.AD,.BD,, und M4’— MD,.ME,. 
oder. wenn MD, = x und MA= MB=y gesetzt wird, durch 
di=g(y—a), und „= r(e+d,) 
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bestimmt. Daraus ergiebt sich: 


2 


: md y=o—e— 


Y 
it) @’ 
Von den auf diese Weise bestimmten zwei Puncten D, und D) liege der er- 
stere nach A und der andere nach 2 hin. Die Mittelpuncte der beiderlei 
Kreise D vertheilen sich nun so: „Die Strecke D,D; enthält die Mittelpuncte 
aller reell berührenden Kreise D, wogegen die Mittelpuncte der ömaginär be- 
rührenden Kreise D in den beiden Strecken AD, und BD; liegen.” Dabei ist 


2 
D,D:—= 7, und AD,— BDi— / (e 
& & 


un 

p 
= 25 1 U 
[4 





a,\ 
e 


Die Berührungspuncte CE der Kreise D mit der Enveloppe # können 
ferner auch auf folgende umständlichere Art gefunden werden, was hier noch 
um eines unten folgenden Satzes willen in Betracht gezogen werden soll. 

Zieht man in allen Kreisen D parallele Durchmesser @@,—=2d nach 
einer beliebigen Richtung AR, so liegen ihre Endpuncte @ und @, jedesmal 
in irgend einem Kegelschnitte ÄX [denn da d“—=y.AD.BD, so ist y’— 
g(y—x)(y-x), wenn man d=y, MD=x und MA==y seizt]. Wird 
nun an diesen Kegelschnitt A im Puncte @ die Tangente @F gelegt, so trifft 
diese die Axe A im nämlichen Puncte F', aus welchem die an den Kreis D 
gelegten Tangenten die verlangten Berührungspuncte CE geben (wie bei der 
obigen Construction). — Für den oben genannten Übergangsfall, d. h. für den 
besondern Kreis D,, hat man dabei das Merkmal: dafs die Tangente @F' mit 
der Richtung & und mit der Axe A’ gleiche Winkel bildet, oder dafs D,F 
—D,G ist; und je nachdem sie mit R einen gröfsern oder kleinern Win- 
kel bildet, als mit X, berührt der zugehörige Kreis D die Enveloppe K reell 
oder zmaginär. Bei dem besondern Kegelschnitte A,, der entsteht wenn R 
zu A senkrecht, bildet also für jenen Fall die Tangente @F' mit der Axe Ä 
einen Winkel von 45°, und je nachdem sie mit derselben einen kleinern oder 
gröfsern Winkel bildet, berühren sich D und E reell oder imaginär. — Da 
beim Übergangsfall D,F— D,@—= D,@,, so folgt, dafs die Tangenien @F' 
und @,F' dabei einen rechten Winkel bilden. Beiläufig mag noch bemerkt 
werden, dafs aus der Bestimmungsart der Kegelschnitte A unmittelbar folgt, 
dafs dieselben die Grundlinie AB zum gemeinsamen Durchmesser haben (so- 
mit unter sich und mit # concentrisch sind), und dafs der demselben conju- 
girte Durchmesser für jeden A der zugehörigen Richtung #3 parallel und für 
alle A von constanter Gröfse ist, nämlich er ist zugleich ein Durchmesser 2d 


))#* 
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desjenigen Kreises D oder D,,, dessen Mittelpunct in M fällt, so dafs also 
2d„=2P==?2yyg. Nerner folgt, dafs jeder Kegelschnitt Ä die Enveloppe 
E in zwei Puncten ZZ und H,, in den Endpuncten eines ihnen gemeinsamen 
Durchmessers, berührt; dieser Durchmesser ist dadurch bestimmt, dafs die 
Normalen (der &) in seinen Endpuncten der jedesmaligen Richtung Z% parallel 
sind. Demzufolge ist & zugleich auch die Enveloppe der Schaar Kegel- 
schnitte A, welche sämmllich Ellipsen sind und innerhalb der Ellipse E 
liegen. Jener oben erwähnte besondere Ä, hat mit E die Axe 2? gemein 
und berührt sie in den Scheiteln derselben. — Für die obige specielle Ellipse, 
die eintritt, wenn 9g=1, und bei der = fy2 —= yy2, ist AB für jeden 
Kegelschnitt A einer der gleichen conjugirten Durchmesser, indem 2d,— 2 
— ?2y; und daher wird in diesem Falle A, ein Kreis über dem Durch- 
messer AB. 

Wird oben anstatt des Theilungspunets D, zwischen A und D, ein 
Theilungspuncet D in der Verlängerung der Grundlinie AB, also jenseits A 
oder 3 angenommen, und wird sodann mit der dadurch bestimmten Geraden 
d um ihn ein Kreis D beschrieben, so gelangt man zu analogen Resultaten. 
Nämlich die Enveloppe & aller Kreise D ist eine Hyperbel; die Kreise zer- 
fallen in zwei Abtheilungen, die einen haben mit K reelle, die andern zma- 
ginäre Berührung, und der Übergang von den einen zu den andern geschieht 
durch die Krümmungskreise ®, in den Hauptscheiteln der Hyperbel E, etc. 
Ferner: Zieht man in den Kreisen je ein System parallele Durchmesser @@'\,, 
so lieren deren Endpuncte in einer Hyperbel A, welche die Hyperbel £ in 
zwei Puncten Z/ und ZZ,, in den Endpuncten eines gemeinsamen Durchmessers 
(eines reellen oder ömagenären) berührt; u. s. w. 

Bemerkung. Dafs die obigen Kreise D eine Ellipse E zur Enve- 
loppe haben, und dafs die Endpuncle @ und @, je eines Systems paralleler 
Durchmesser derselben in einer andern Ellipse Ä liegen, u. s. w., davon kann 
man sich durch stereometrische Betrachtung, durch Projection, eine klare un- 
mittelbare Anschauung wie folgt verschaffen. 

Man denke durch den Mittelpunet M einer Kugel eine feste Ebene p, 
die sie in einem Hauptkreise P schneidet; ferner einen der Kugel umschrie- 
benen (geraden) Cylinder 7', dessen Axe /, die immer durch M geht, gegen 
die Ebene p unter beliebigem Winkel 4 geneigt ist, und welcher die Kugel 


in einem Hauptkreise & berührt, der mit dem Kreise P einen Durchmesser 
OR oder Y gemein hat. Der Cylinder 7’ schneidet die Ebene p in einer 
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Ellipse E£, die M zum Mittelpunet und OR zur kleinen Axe (2/) hat. Sei 
#7, der auf der Ebene p senkrechte Kugeldurchmesser, und A und B dessen 
Endpuncte. Jede durch Z gelegte Ebene schneidet die Kugel in einem Haupt- 
kreise 8; geht die Ebene insbesondere durch Z und Y, so heilse der Kreis &,. 
Jeder Kreis 8 hat mit dem festen Kreise E einen Durchmesser HH, gemein. 
Alle Kreise & haben den Durchmesser AB (oder Z) gemein, und die dem- 
selben conjugirlen Durchmesser haben sie einzeln mit dem Kreise ZP gemein. 


Eine mit der Ebene p parallele, aber bewegliche, Ebene p, schneidet die 
Kugel in einem kleinen Kreise D, dessen Mittelpunet D den Durchmesser AB 
zum Ort hat. Der Kreis D schneidet den festen Kreis C in zwei Puncten &, 
die reell oder imaginär sein können, nämlich es giebt zwei besondere Kreise 
D, und D,, welche den Kreis & nur berühren, und über diese hinaus schnei- 
den sich D und E nicht mehr reell, aber die Schnittlinie CE ihrer verlän- 
gerten Ebenen bleibt immerhin ihre zdeelle gemeinschaftliche Chorde. Die 
Schaar Kreise DO werden von der Ebene jedes Kreises & in einem System 
paralleler Durchmesser &&, geschnitten, deren Endpuncte © und &, in & 
liegen; u. S. w. 

Werden nun diese auf der Kugel beschriebenen Elemente nach der 
Richtung der Cylider- Axe £ auf die feste Ebene p projieirt, so ergiebt sich 
folgendes: 

Der Kreis P entspricht sich selbst. Dem Kreise E entspricht die EI- 
lipse K; dem senkrechten Durchmesser Z entspricht die grofse Axe X von 
‘; den Endpuneten A und ® entsprechen die Brennpuncte A und B von E. 
Jedem Kreise ® entspricht ein ihm gleicher Kreis D, dessen Mittelpunet D 
die Strecke AB der Axe X zum Ort hat; den zwei Schnittpuncten G von 
D und E entsprechen die zwei Berührungspuncte CE von D und E; den be- 
sondern zwei Kreisen D, und D, entsprechen die Krümmungskreise D, und 

, in den Scheiteln der grofsen Axe X; und überhaupt je nachdem der 
Kreis D den Kreis E schneidet oder nicht, hat D mit E reelle oder imagi- 
näre Berührung, und der Schnittlinie C& der Ebenen von DO und & entspricht 
immer die reelle oder :deelle Berührungssehne CC von D und E. Die 
Kreise & gehen in eine Schaar Ellipsen Ä über; je einem System paralleler 
Durchmesser &G&, der Kreise D entsprechen parallele Durchmesser @G@, der 
Kreise D, deren Endpuncte @ und @, in je einer Ellipse Ä liegen; den 
Schnittpuncten 9 und 9, von 8 und & entsprechen die Berührunspuncte #4 
und H, von K und E, und HH, ist allemal gemeinsamer Durchmesser der 
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leiztern; dem gemeinsamen Durchmesser AB aller Kreise 8 entspricht der 
cemeinsame Durchmesser AB aller Ellipsen X, und die diesen beiden Durch- 
messern beiderseits conjugirten Durchmesser fallen zusammen und sind zu- 
oleich die Durchmesser des Kreises P. Dem besondern Kreise &, entspricht 
die besondere Ellipse K,, u. s. w. 


Die Verhältnifszahl oder der Coöfficient 4 wird hierbei bestimmt durch 
g = tangi. 
Ist insbesondere der Winkel A—=45°, so ist 9=1, und dann wird 
F die mehrerwähnte besondere Ellipse, bei der «—= PY2. 

Anstatt der Kugel können auch andere Umdrehungsflächen zweiter 
Ordnung zu Hülfe genommen werden, nämlich die Sphäroide und das zwei- 
theilige Umdrehungs-Hyperboloid. Dabei ist gleicherweise die feste Ebene 
p durch den Mittelpunet M der Fläche und senkrecht zu ihrer Drehaxe Z 
anzunehmen. Beim Hyperboloid ist dann der umschriebene Cylinder T ein 
hyperbolischer, und sein Schnitt E mit der Ebene p ist eine Hyperbel, und 
ebenso werden alle Kegelschnitte A Hyperbeln, u. s. w. 

ei diesen Fällen wird die Gröfse y durch den Winkel A und durch 
die zwei verschiedenen Axen 2«, 2 der jedesmaligen Fläche bestimmt, näm- 


lich es ist 
2 


—_ 2 
At lang’, 





wo 2« die ungleiche Axe ist, die in der Drehaxe Z liegt. 





$. U. 

Die vorstehende Untersuchung führte auf ein System Kreise, welche 
einen Kegelschnitt doppelt berühren. Aber es kamen dabei einerseits nicht 
alle Kreise in Betracht, welche den Kegelschnitt doppelt berühren, und an- 
dererseits stellten sich nicht alle Arten Kegelschnitte ein. Dies giebt Anlafs 
diesen Gegenstand für sich etwas ausführlicher zu erörtern. Es bieten sich 
dabei noch einige nicht ganz uninteressante Eigenschaften und Sätze dar. 

1. Ein gegebener Kegelschnit A kann von zwei Systemen oder zwei 
Schaaren Kreise P und Q doppelt berührt werden, deren Mitteipuncte in den 
beiden Axen A und Y des Kegelschnitts liegen, und zwar ist jeder Punct 
in der einen oder der andern Axe als Mittelpunct eines solchen Kreises an- 
zusehen, der reell oder imaginär ist. Die Kreise P, deren Mittelpuncte in 
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der Hauptaxe X liegen, berühren den Kegelschnitt X von Innen und liegen 
ganz innerhalb desselben, wogegen die Kreise Q, deren Mittelpuncte in der 
zweiten Axe Y liegen, denselben entweder von Aufsen berühren, oder ihn 
umschliefsen und von ihm von Innen berührt werden. Die erste Kreisschaar 
P besteht aus reellen und imaginären Kreisen, wogegen die andere Schaar 
Kreise @ sämmitlich reell sind. Die reellen Kreise P der ersten Schaar zer- 
fallen in zwei Abtheilungen, wovon die einen mit Ä reelle und die andern 


imaginäre Berührung haben, (was bereits im Vorhergehenden sich heraus- 
stellte). Bei den Kreisen @ hängt es von der Art des Kegelschnitts A ab, 
ob ihn dieselben alle reell berühren, oder ob sie, ebenso wie jene, in zwei 
Abtheilungen zerfallen, wovon die einen ihn reell und die andern imaginär 
berühren. 

Sei AA, —=?2« die Hauptaxe, in X, und BB, —=2P? die zweite Axe. 
in Y, ferner F' und F\, die Brennpuncte (in A) und FF} = 27; seien ferner 
A und A,, Bund, beziehlich die Krümmungsmittelpuncte der Axen- Scheitel 
A und A,, B und B,, und sei endlich M der Mittelpunct des Kegelschnitts 
K: so läfst sich das Gesagle bei den verschiedenarligen Kegelschnitten wie 
folgt specieller angeben. 

a. Bei der Kilipse. 1) Die Kreise P werden von der Ellipse um- 
schlossen. Die Mittelpuncte der reellen Kreise P sind auf die Strecke FF, 
beschränkt, und jeder derselben berührt die Ellipse reell oder imaginär, je 
nachdem sein Mittelpunet in der Strecke AA,, oder in einer der beiden 
Strecken AF' oder A, F\ liegt. Der Kreis P wird am gröfsten, ein Maximum, 
wenn er M zum Mittelpunct und BB, —=2P zum Durchmesser hat; er wird 
um so kleiner, je weiter sein Mittelpunct von M absteht, bis er in den Gren- 
zen F' und F, sich auf seinen Mittelpunct reducirt. 2) Die Kreise Q um- 
schliefsen die Ellipse und berühren sie reell oder imaginär, nachdem der Mit- 
telpunct in der Strecke BB,, oder auf der einen oder andern Seite jenseits 
dieser Strecke lieg. Der Kreis Q wird ein Minimum, wenn er M zum 
Mittelpunet und AA,=2« zum Durchmesser hat; er wird um so grölser, 
je weiter sein Mittelpunet von M absteht. — In beiden Fällen findet der 
Übergang von den reell zu den imaginär berührenden Kreisen bei den Krüm- 
mungskreisen in den Scheiteln der respecliven Axen AA, und BB, Statt. 

b. Bei der Hyperbel. 1) Die Kreise P werden von der Hyperbel 
umschlossen. Die Mittelpuncte der reellen Kreise P liegen zu beiden Seiten 
jenseits der Strecke F'F}, von deren Endpuncten an bis ins Unendliche, und 
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jeder Kreis P berührt die Hyperbel reell oder imaginär, nachdem sein Mittel- 
punet jenseits der Strecke AA,, oder in einer der beiden Strecken AF' oder 
A,F, liegt; in den Grenzpuncten F' und #\, wird der Radius des Kreises 

0, etc. 2) Die Kreise @ berühren die Hyperbel von Aufsen, jeder be- 
rührt beide Zweige derselben, und alle berühren reell, so dals jeder Punct 
der unbegrenzten Axe Y Mittelpunet eines die Hyperbel reell und doppelt 
berührenden Kreises Q@ ist. Der Kreis Q wird ein Minimum, wenn er M 
zum Mittelpunet und AA, —=?2« zum Durchmesser hat; er wird um so gröfser, 
je weiter sein Mittelpunct von M entfernt. 

c. Bei der Parabel. 1) Die Kreise P werden von der Parabel 
umschlossen. Die Mittelpunete der reellen Kreise P liegen von F' an nach 
dem Innern der Parabel, bis ins Unendliche, und jeder Kreis P berührt die 
Parabel reell oder imaginär, je nachdem sein Mittelpunet jenseits A, oder in 
der Strecke FA liegt; bei #' wird der Radius des Kreises = 0, elc. 2) Hier 
ist die zweite Axe # unendlich entfernt; als ihr entsprechende Kreise Q kann 
man die gesammten Tangenten der Parabel ansehen. 

Bemerkung I. Die Radien der Kreise P und Q, welche nach deren 
Berührungspuncten mit dem Kegelschnitte A gezogen werden, sind zugleich 
die Normalen des leiztern. Somit sind umgekehrt die beiden Kreisschaaren 
durch die Normalen des Kegelschnitts X bestimmt, nämlich dieselben bis an 
die Axen X und Y genommen, sind die Radien der respecliven Kreise. Aber 
wie aus dem Obigen ersichtlich, erhält man hierdurch nicht die ganze Kreis- 
schaar P, sondern nur diejenige Abtheilung derselben, welche mit A reelle 
Berührung haben. Ebenso verhält es sich mit der zweiten Kreisschaar Q, 
im Falle, wo A eine Ellipse ist. — 

ll. Von den zwei Kreisschaaren P und Q, die einen Kegelschnilt A 
doppelt berühren, will ich hier beiläufig folgenden Satz angeben: 

„Die gemeinschaftliche Secanlte SS irgend zweier Kreise aus der 
nämlichen Schaar und ihre Berührungssehnen CC und C,C, mit dem 
kKeygelschnitte K sind parallel, und die erstere liegt immer in der Mitte 
zwischen den beiden leilztern.’ (Dabei können die genannten drei Geraden 
reell oder ideell sein.) Oder: 

„Werden zwei gegebene Kreise N und N, von irgend einem Kegel- 
schnitte K doppelt berührt, aber beide gleichartig, so sind die beiden Be- 
rührungssehnen CC und C,C, immer mit der gemeinschaftlichen Secante 
SS der Kreise parallel, und stehen gleichweit von ihr ab.’ — Die zwei 
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äulsern, so wie die zwei innern gemeinschaftlichen Tangenten der Kreise A 
und N, sind als ein solcher Kegelschnitt A anzusehen: und für diesen be- 
sondern Fall ist der Satz bekannt. — Übrigens findet der Satz auch elwas 
allgemeiner Statt, was ich bei einer andern Gelegenheit nachzuweisen mir 
vorbehalte. 


Ill. Die zweite Schaar Kreise Q haben, unter andern, folgende be- 
sondere Eigenschaft: 

„Zieht man aus den Brennpuncten F und F, nach allen Tan- 
genten des Kegelschnitts K Strahlen unter demselben beliebigen Winkel g, 
so liegen ıhre Fufspuncte allemal in einem solchen Kreise Q, so dufs 
durch Änderung des Winkels y die ganze Schaar Kreise Q erhalten 
wird.” Oder umgekehrt: „Bewegt sich ein beliebiger gegebener Winkel y 
so, dafs der eine Schenkel stets einen festen Kegelschnitt K berührt, 
während der andere beständig durch einen der beiden Brennpuncte F 
oder F\, desselben geht, so beschreibt sein Scheitel einen solchen Kreis Q, 
welcher den Kegelschnitt doppelt berührt (reell oder imaginär) und sei- 
nen Mittelpunct in der zweiten Axe Y des leiztern hat. — Für den be- 
sondern Fall, wo = M’, ist der Satz allgemein bekannt; ebenso für den 
Fall, wo A insbesondere eine Parabel, aber p beliebig ist, und wobei der 
Kreis @ unendlich grofs, d. h. eine Gerade, eine Tangente der Parabel wird. — 
Zur weitern Entwickelung dieses Satzes und seines Zusammenhanges mit an- 
dern Eigenschaften, ist hier nicht der geeignete Ort. 

2. Kürze halber wollen wir die obige Annahme (1.): „dafs X die 
erste, oder die Hauptaxe des gegebenen Kegelschnitis Ä sei,” für einen Au- 
genblick aufheben, und vielmehr es unbestimmt lassen, ob Ä die erste oder 
zweite Axe, und ob die ihr zugehörige Kreisschaar P die erste oder zweite 
sei, wobei dann gleicherweise unbestimmt bleibt, ob die in A liegende Axe 
AA, =?e, so wie die Brennpuncte F' und F}), und deren Abstand F'F\, — 
2,y, u. s. w. reell oder imaginär seien. Alsdann braucht man nur von einer 
Kreisschaar P zu sprechen und kann doch die übereinstimmenden Eigenschaf- 
ten beider Schaaren zugleich beschreiben. 

Einige schon im Frühern angedeutete Sätze ($. I, 2te Auflös.) lauten 
nun vollständiger wie folgt: 

„Werden in einer Schaar Kreise P, welche einen gegebenen Kegel- 
schnitt K doppelt berühren, nach beliebiger Richtung R parallele Durch- 
messer G@@, gezogen, so liegen deren Endpuncte G und G, in irgend 

Crelle’s Journal f. d.M. Bd.XXXVII. Heft 2, 23 

















178 9. Steiner, elementare Lösung einer geometrischen Aufgabe, 


einem andern Kegelschnilie K,, welcher FF, zum Durchmesser hat, der 
mit den Brennpuncien E' und F\, zugleich reeli oder imaginär ist. Der 
diesem Durchmesser E'F\, conjugirte Durchmesser @'@) in K,, ist der 
Richtung R parallel, nämlich er ist zugleich der Durchmesser @G, des- 
Jenigen Kreises P, dessen Mittelpunct in M liegt, und somit ist er auch 
gleich der andern Axe BB,— 2 des gegebenen Keygelschnitts K (1.), 
und mit derselben zugleich reell oder imaginär. Daher ist die Summe 
der Quadrate dieser conjugirten Durchmesser FF, und @’G) von K, 
gleich dem Quadrat der Axe AA, = ?2« von K.’ Werden diese conju- 
girten Durchmesser von ÄA,, als solche, durch 2f und 2g bezeichnet, so ist 





f=y und g=P, und da in A P’-+-y=o‘, so ist auch, wie behauptet, 
yHL= a. 

Ferner: Der Kegelschnitt K, berührt den gegebenen K in denjenigen zwei 
Puncten H und H,, in welchen die Normalen, auf K, der Richtung R 
parallel sind, somit in den Eindpuncten eines gemeinsamen Durchmessers 
HH, —2h. Die diesem Durchmesser in beiden Kegelschnitien K und K, 
conjugirten Durchmesser LL=2l und L,L, =, fallen also aufeinun- 
der, und die Differenz ihrer Quadrate ist gleich dem Quadrat der andern 
Axe BB, des gegebenen Kegelschnitts K. Denn in Rücksicht auf K, st 
"+ = g’+f’=e‘, und in Bezug auf A ist #--P"==e’--P°, folglich ist 


Wird die Richtung £& so viel wie möglich geändert; so entsteht eine 
Schaar Kegelschnitte A,, oder abgekürzt 8. A,, welche insgesammt folgende 
Eigenschaften haben. 

„Die S.R, haben FF, zum gemeinsamen Durchmesser und sınd 
daher unter sich und mit K concentrisch. Die diesem Durchmesser con- 
jugirten Durchmesser @’G,) in der S.K, sind zugleich die gesammten 
Durchmesser desjenigen Kreises P, welcher M zum Mittelpunct hat, also 
alle gleich und auch gleich der andern Axe BD, des K. Daher ist für 
alle K, die Summe der Quadrate conjugirter Durchmesser constant, und 
swar gleich dem Quadrat der fixirten Axe AA, des K (denn es ist 
g-+f’=«‘). Der über der Axe A4, = 2a, als Durchmesser, beschriebene 
Kreis M hat daher die Eigenschaft, dafs die aus irgend einem Puncte m 
seines Umfunges an je einen K, gelegten Tangenten allemal einen rechten 
Winkel bilden. Die 8. RK, haben den gegebenen Kegelschnitt K zur ye- 
meinsamen Enveloppe, nämlich jeder von jenen berührt diesen in den End- 
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puncten eines ihnen gemeinsamen Durchmessers HH,, und zwar ın den- 
jenigen Puncten, in welchen die Normalen der zugehörigen Richtung R 
parallel sind. Die diesem Durchmesser HH, in dem jedesmaligen K, und 
in K conjugirten Durchmesser I,L,=?l, und LL=21 fallen aufein- 
ander, und die Differenz ihrer Quadrate ist constant, nämlich gleich dem 
Quadrat der andern Axe BB, —2P des K (oder Ü! — I; — , oben). — 
„Legt man aus irgend einem Puncte p des gemeinsamen Durchmessers F'F\. 
oder dessen Verlängerung, an jeden K, zwei Tanyenten pg und py,, so 
liegen die Berührungspuncite g und g, sämmtlich in einem der Kreise P, 
und die Berührungssehnen gg, sind Durchmesser desselben, und schnei- 
den sich somit in einem Punct'’” — „Die S. K, sind unter sich und im 
Allgemeinen auch mit K von gleicher Art, nur wenn K eine Ellipse und 
A ausdrücklich die zweite oder kleine Axe derselben ist, sind die S.K, 
anderer Art, nämlich Hyperbeln.’ 

Gemäls einer frühern Bemerkung (1. I.) kann man den ersten Satz 
auch so aussprechen: 

„Werden die Normalen eines Kegelschnitis K bis an eine seiner 
Axen A gezogen und um die Puncte, in welchen sie diese treffen, so 
herumbewegt, bis sie irgend einer gegebenen Richtung R parallel sind, so 
liegen ihre Enndpuncte allemal in irgend einem andern Kegelschnitte K,. 
welcher jenen ersten in den Endpuncten eines ihnen gemeinsamen Durch- 
messers HH, berührt, und welcher allemal den Abstand F'F\ der in der 
Azxe X liegenden Brennpuncte des K von emander zum Durchmesser 
hat. U. s. w. 

3. Aus dem Vorhergehenden ergeben sich durch Umkehrung fol- 
gende Sälze. 

„Zieht man in einem gegebenen Kegelschnitte K, ein System paral- 
lele Sehnen GG, nach beliebiger Richtung R, so liegen ihre Mitten P in 
einem Durchmesser FF, —=2f desselben; und beschreibt man über den 
Sehnen, als Durchmesser, Kreise P, so haben diese irgend einen be- 
stimmten andern Kegelschnitt K zur Enveloppe, und zwar berühren sie 
ihn doppelt, jeder in zwei Puncten C. Eine Are AA, —=2a« des K fällt 
auf den Durchmesser FF, und die ihr zugehörigen Brennpuncte fallen 
in dessen Endpuncte F und F\. so dafs also FF —=?2y die doppelte Ex- 
centricität des K und dieser mit K, concentrisch ist. Die andere Are 
BB,—=?2/ß des K ist dem zum System der Sehnen GG, gehörigen, und 
23 * 
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dem FF, conjugirten, Durchmesser @’'G)—=2g des K, gleich. Daher ist 
das Quadrat jener Axe AA, des K gleich der Summe der Quadrate der 
conjugirten Durchmesser FF, und @’@) des K,. Die aus einem Scheitel A 
der Axe AA, anK, gelegten Tangenten AS und AG, bilden einen rech- 
ten Winkel, und die Berührungssehne &&, gehört mit zum System Seh- 
nen GG,., sie ist der Durchmesser des Krümmungskreises, oder ihre Mitte 
‚st der Krümmungsmittelpunct X des Kegelschnitts K in jenem Scheitel A 
($. I. 2te Auflösung). — Der Kegelschnitt K berührt den gegebenen K, 
‚n den Endpuncten eines ihnen gemeinsamen Durchmessers HH,, und zwar 
in denjenigen Puncten H und H,, in welchen die Normalen des K, der 
ftichtung R und somit auch den Tangenten ın F' und F, an K, parallel 
sind. Daher sind die Brennpuncte F' und F, und die Berührungspuncte 
H und H, des K zugleich auch die Berührungspuncte der Seiten eines 
dem K, umschriebenen Rechtecks. Die dem Durchmesser HH, — 2h beid- 
seilig conjugirten Durchmesser 21 und 21, fallen aufeımander und es ist 
? BR. nie R von. yr 

Wird die Richtung A so viel wie möglich geändert, so entsteht auf 
diese Weise, bei demselben gegebenen Kegelschnitte A, eine Schaar Kegel- 
schnilte A, oder 8. AR, welche folgende gemeinsame Eigenschaft haben. 

„Die 8. K haben mit K, denselben Mittelpunet M. Alle K haben 
eine gleiche Axe AA,, deren Quadrat der Summe der Quadrate je zweier 
conjugirter Durchmesser des RK, gleich ist; daher sind sämmtliche A.xen 
AA, Durchmesser eines Kreises M, welcher in Bezug auf K, der Ort 
der Scheitel der ihm umschriebenen rechten Winkel ist. Die in den 
Axen AA, liegenden Brennpuncte F und F\, der S. K sind zugleich die 
ündpunete je eines Durchmessers FF, des K,, und somit ist K, ihr geo- 
metrischer Ort. Der genannte Kreis M ist ferner für jeden Kegelschnitt K 
der Ort der Fufspuncte der aus seinen Brennpuncten F und F\, auf seine 
Tangenten gefällten Perpendikel’ — „Die andern Axen BB, der S.K 
sind respective den einzelnen Durchmessern des K, gleich, nämlich je dem, 
der dem Durchmesser F'F\, conjugirt ist. Der Ort der Endpuncte dieser 
Axen BB, ist eine Curve 4ten Grades *).” — „Jeder Kegelschnitt K be- 
rührt den gegebenen K, in den Endpuncten eines ihnen gemeinsamen 





*) Die Gleichung der genannten Curve ist 
(art y’) (aa Hb’y’ tab?) = (a’+b°)(a’ a’ +0°y°), 


wobei «, 5 die Halbaxen des gegebenen Kegelschnitts X, sind. 
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Durchmessers HH,, in welchen Endpuncten nämlich die Normalen der 
jedesmaligen Richtung R parallel sind; die beiden Brennpuncte F' und F), 
und die beiden Berührungspuncte H und H, jedes K sind immer zugleich 
die Berührungspuncte der zwei Paar Gegenseiten eines dem K, umschrie- 
benen Rechtecks, und es giebt allemal einen zweiten K, welcher verwech- 
selt H und H, zu Brennpuncten und F' und F\ zu Berührungspuncten 
hat. Und umgekehrt: Die zwei Paar Berührungspuncte der Gegenseiten 
eines jeden dem RK, umschriebenen Rechteckhs entsprechen in diesem Sinne 
zweien Kegelschnittien K.’ — „Die gemeinsame Enveloppe aller K be- 
steht aus zwei T’heilen, aus dem gegebenen Kegelschnitte K, und aus dem 
genannten Kreise M; letzterer berührt jeden K in den Endpuncten A 
und A, seiner Axe AA,.’ — „Das dem K, eingeschriebene Viereck, dessen 
Ecken in den Berührungspuncten eines umschriebenen Bechtecks liegen, 
wie FHF\H,, ist ein Parallelogramm, seine Seiten sind den Diayonalen 
des Rechtecks parallel, und von den sich anliegenden Seiten desselben ist 
die Summe oder der Unterschied constant, und zwar gleich der Diayo- 
nale des Rechtecks, also FH+F,H— AA, =2«. Die im vorstehenden 
Satze genannte besondere Sehne S&,,. Durchmesser des Krümnmungs- 
kreises P, im Scheitel A jedes K, berührt oder hat zur Enveloppe einen 
bestimmten Kegelschnett M,, nämlich die Polarfigur des Kreises M in 
Bezuy auf den gegebenen Kegelschnitt K,; dieser Kegelschnitt M, hat 
ebenfalls M zum Mittelpunct. Der Ort der Mitten der Sehnen 66, 
oder der Krümmungsmittelpuncte A aller K in ihren Axen- Scheiteln A 
(und A,), ist eine Curve 4ten Grades*), die M zum Mittelpunct und 
zudem die Eigenschaft hat, dafs je zwei Durchmesser derselben, AU, 
und WU, welche auf irgend zwei conjugirte Durchmesser FF\, und 
G’G) von K, fallen, constante Summe oder constanten Unterschied ha- 
ben, und zwar dafs AA, +WXA —= AA, = 2a ist, und dafs ferner die 
Durchmesser WA) der Curve einzeln den Durchmessern &&, der ye- 
nannten Krümmungskreise P, gleich sind’ Denn auf je zwei conjugirte 
Durchmesser FF), und @’@) des K, (Fig. 4.) fallen immer die Diagonalen 
44, und A'’A, eines umgeschriebenen Rechtecks AA’A,A,, und auch um- 
sekehrt, und dabei sind die Seiten des zugehörigen eingeschriebenen Parallelo- 





*) Die Gleichung dieser Curve ist 
(a? +5?) (a?y?+b?’x?)’ de a'b*(y’-+r?), 
wo a und d die Halbaxen des A, sind. 
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gramms GG, 6,6, (gleichbedeutend mit dem genannten FHF\H,) den Dia- 
gonalen des Rechtecks parallel, so dafs AA, = &G, und WA})— GG&,, und 
somit AA, —- WA, —= 66, +66, = AA, —?2« ist. Übrigens ist auch nach 
[rüherem ($.1. 2te Auflös.) Mma—L und MW—-, und somit MA -- MA" 


EM 
ü 


“” 


Ü&. 


Es folgt ferner: 

„Die Tangenten jedes Kegelschnitts K schneiden alle den Kreis M; 

und umgekehrt: jede Sehne mn des Kreises M, die den gegebenen Kegel- 
schnitt K, nicht schneidet, berührt irgend zwei bestimmte Kegelschnitte K, 
und zwar sind diese dadurch bestimmt, dafs die auf die Sehne, in deren 
indpuncten m und n, errichteten Perpendikel mm, und nn, den K, in 
den zwei Paar Brennpuncten F und F\, derselben schneiden. Wenn ins- 
besondere die Sehne mn den gegebenen Kegelschnitt K, berührt, in einem 
Puncte H, so berühren ihn auch die Perpendikel mm, und nn, in einem 
Puncten- Paar F und F\,, und alsdann fallen die zwei K in einen zu- 
sammen, welcher die Sehne mn und den K, in jenem Puncte H zugleich 
berührt; etc.’ 

Die S. K sind im Allgemeinen mit K, von gleicher Art; wenn 
jedoch K, eine Hyperbel ıst, so können die S. K sowohl Ellipsen als 
Hyperbeln sein, so wie auch <maginär werden.” — Überhaupt treten bei 
den angegebenen Eigenschaften verschiedene Modificationen ein, wenn der ge- 
gebene Kegelschnitt A, eine Parabel, oder eine besondere Hyperbel (gleich- 
seilig, oder mit stumpfen Asymptotenwinkel) ist. 

Aus der Bestimmungsart und aus den angegebenen Eigenschaften des 
dem K, eingeschriebenen Parallelogramms FHF\H, (oder 6©6,6,6&,, Fig. 4.) 
geht hervor, dafs seine Winkel durch die respectiven Normalen (und Tan- 
eenten) des K, gehälftet werden, so dafs daher, im Falle X, eine Ellipse ist, 
sein Umfang ein Maximum sein mufs *), was den interessanten Satz giebt: 

„Unter allen einer gegebenen Ellipse K, eingeschriebenen Vier- 
ecken hat dasjenige den gröfsten Umfang, dessen Ecken in den Berüh- 
rungspuncten der Seiten emes der Ellipse umschriebenen Rechtecks lie- 
gen; es giebt unendlich viele solche Vierecke, nämlich jeder Punct der 


*) S. meine Abhandl. im Journal des mathem. de Mr. Liouwville, tome VI, oder 
im Jonrn. f. Mathem. Bd. 24 8.151 von Crelle. 
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Elüpse ist Ecke eines solchen Vierecks, dessen Umfang ein Maximum ist: 
aber alle diese gröfsten Umfänge sind einander gleich, und zwar gleich 
der doppelten Diagonale des genannten Rechtecks, oder gleich der vier- 
fachen Sehne, welche zwei Axen- Scheitel der Kllipse verbindet, also 
— 4y(@+b) = Au. Alle diese Vierecke von gröfstem Umfange, die 
sümmtlich Parallelogramme, sind zugleich einer bestimmten andern Killipse 
M, unmgeschrieben, deren Axen 2a,, 2b, auf die gleichnamigen Axen 2a, 
2b der gegebenen Kllipse K, fallen, und welche mit letzterer confocal ist. 
Nämlich zwischen den Axen beider Ellipsen finden folgende Gröfsen- 
Relationen Statt: 


17 








. =; 2. ab = a«—b; 
b, b? ’ 1 l 
und daraus 
; a’ N b? 
3. a, ee Y(a’+b°) und b, ME Y(a’-+b°) b) 


4. a=a(la-b) und V”—=b(a-b,); 
I. (ab) = ab —n; 
a’b’ 
—n LEW IE 
7. ab — (aq,-b,)y(a,b,); etc.” 

Hierbei will ich noch eines interessanten Umstandes erwähnen. Aus 
einem Satze nämlich, der zu meinen Untersuchungen über Maximum und Mi- 
nimum gehört, läfst sich leicht darthun, dafs die nämlichen genannten Vierecke 
(FHE,H, oder 66,6,6,;) in Bezug auf die zweite Ellipse M, zugleich 
auch die Eigenschaft haben, dafs sie unter allen ihr umschriebenen Vierecken 
den kleinsten Umfang haben, so dafs man mit dem vorstehenden zugleich den 
folgenden Satz hat: 

„Unter allen einer gegebenen Ellipse M, umschriebenen Vierecken 
hat dasjenige den. kleinsten Umfang, bei welchem die Normalen in den 
Berührungspuncten seiner Seiten eine Raute (gleichseitiges Viereck) bilden. 

is giebt unendlich viele solche Vierecke, deren Umfang ein Minimum ist, 
jede Tangente der Ellipse ist Seite eines derselben, aber der Umfang ist 
bei allen gleich, und zwar gleich der doppelten Summe der Axen der 
Ellipse, also —= Au,--4b,. Alle diese Vierecke, Parallelogramme, sind 
zugleich einer bestimmten andern Ellipse K, eingeschrieben, und haben 
unter allen ihr eingeschriebenen Vierecken den gröfsten Umfang; etc.” 


6b. ab, 
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Für je zwei Ellipsen, deren gleichnamige Axen aufeinander liegen und 
nach Gröfse den obigen Gleichungen (1.) und (2.) genügen, finden also die 
angegebenen Eigenschaften Statt, nämlich: dafs unendlich viele Parallelogramme 
der einen ein- und zugleich der andern sich umschreiben lassen, und dafs der 
Umfang derselben constant ist. und dafs dieser Umfang bei der ersten Ellipse 
ein Maximum, dagegen bei der andern ein Minimum ist, in Bezug auf alle 
andern Vierecke, welche jener ein- und dieser umgeschrieben sind. Auf je 
zwei conjugirte Durchmesser der innern Ellipse M, fallen die Diagonalen FF, 
und HH, eines der genannten Parallelogramme, sie werden durch die äufsere 
Ellipse A, begrenzt. 

Der Inhalt der verschiedenen Parallelogramme (FHF,H,) ist nicht con- 
stant. so wenig als der Inhalt der zugehörigen (der Ellipse A, umschriebe- 
nen) Rechtecke, „vzelmehr ist jener ein Maximum oder ein Minimum, und 
dieser gleichzeitig umgekehrt ein Minimum oder ein Maximum, wenn die 
Seiten des Parallelogramins beziehlich den gleichen conjugirten Durch- 
messern oder den A.xcen der Ellipse K, parallel sind, oder wenn die Dia- 
gonalen des Rechtecks auf jene Durchmesser oder auf diese Axen fallen. 
Wird der Inhalt des Rechtecks durch #2 und der Inhalt des zugehörigen Paral- 
lelogramms durch P bezeichnet, so ist stets 

R.P = 8ab —= Sab,(a -—b,)", 
also das Product der Inhalte constant. Werden ferner die Maxima der In- 
halte R und P durch RAR, und P,„, und die Minima durch R, und P, be- 
zeichnet, so hat man 
R„= 2a +b)—= 2a, +-b), und R,=4ab=4la, -b)y(ab,); 


P_== nr — 44D,, und P„=?Rab = ?2(a,-b,)y(a,b 


B a’+ b° 
R.„+R, 
P'+P - —— BER ec. 

Uber die der Ellipse A, umgeschriebenen Rechtecke 44’A,A\ und die 
zugehörigen eingeschriebenen Parallelogramme &©&6,®,6&; (oder FHF,H,) 
will ich hier noch folgende Eigenschaften angeben. Man bezeichne die Brenn- 
puncte der Ellipse A, durch B und B,, und setze BB, = 2b. 

„Die vier Kcken jedes der genannten Rechtecke liegen mit den 
heiden Brennpunceten B und B, in einer gleichseitigen Hyperbel 9, welche 
mit der Ellipse K, concentrisch ist, nämlich AA,, A’A\. BB, zu Durch- 


messern und M zum Mittelpuncte hat; und ebenso liegen die Ecken des 
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Parallelogramms &6,6,6&,; mil den Brennpuncten B und B, in einer 
andern gleichsettigen Hyperbel 9,,. welche mit 9 den Durchmesser BB, 
gemein hat, und also mit ihr und mit K, concentrisch ist. Die Haupt- 
axen 2a und 2a, dieser beiden zusammengehöriyen gleichseiligen Hyper- 
bein H und 9, bilden einen constanten Winkel von 45°, und zudem ist 
die Summe der Biquadrate dieser Axen constant, und zwar dem Biqua- 
drate jenes Durchmessers BB, oder 2b gleich, oder 
aa = b". 

Die auf diese Weise bestimmten zwei Schaaren gleichseilige Hperbeln, 
IH) und S(H,), sind im Ganzen nur eine und dieselbe Schaur, 8(H,9,)» 
und als solche einfach dadurch bestimmt, dafs sie den reellen Durch- 
messer BB, gemein haben. Ihre Tlangenten in den Scheiteln ihrer Haupt- 
aren berühren sämmtlich diejenige, 9,, unter ihnen, welche die gröfste 
Are, nämlich den Durchmesser BB, zur Hauptaxe hat. Daher liegen 
die Hauptscheitel der 8S(9,9,) in einer Lemniscate, welche BB, zur 
Axe und M zum Mittelpuncte hat!’ In dem Gesagten ist somit auch der 
Satz enthalten: „Die Lemniscate hat die Eigenschaft, dafs die Summe der 
Biquadrate je zweier Durchmesser derselben, welche einen Winkel von 45° 
einschliefsen, constant, und zwar dem Biquadrat ihrer Axe gleich ist.” 

Durch Umkehrung folgt: 

„Jede gleichseitige Hyperbel 95 (oder 9,), welche mit einer gege- 
benen Ellipse K, concentrisch ist und durch deren Brennpuncte B, B, 
geht, schneidet dieselbe in den Ecken (&, &,, ©, ©;) ergend eines ihr ein- 
geschriebenen Parallelogramms, oder in den Berührungspuncten der Seiten 
eines ihr umgeschriebenen Bechtecks.” Oder: 

„Die Schaar gleichseitige Hyperbeln 9, welche einen nach Gröfse 
und Lage gegebenen Durchmesser BB, gemein haben, besitzen die Kigen- 
schaft, dafs die Tangenten in ihren Hauptscheiteln sämmtlich eine und 
dieselbe und zwar diejenige, 9,, unter ihnen berühren, welche jenen Durch- 
messer zur Hauptaxe hat; dafs ihre Hauptscheitel in einer Lemniscate 
liegen, welche denselben Durchmesser BB, zur Axe hat, und dafs auch 
ihre Brennpuncle in einer Lemniscate biegen, etc.’ Und ferner: „Jeder 
mit den Hyperbeln concentrische Kreis M, dessen Durchmesser gröfser 
als BB,, schneidet jede derselben in den Ecken eines Rechtecks AA’A, A). 
und alle diese Rechtecke sind einer und derselben Ellipse K,, welche die 
Endpuncte B und B, jenes Durchmessers zu Brennpuncten hat, umge- 

Creile’s Journal f. d. M. Bd. XXXVI. Heft 2. 24 
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schrieben und berühren sie in solchen 4 Puncten etc.’ Oder: „Jede EI- 
lipse K,., welche die Endpuncte des Durchmessers BB, zu Brennpuncten 
hat, schneidet jede Hyperbel 9 in den Ecken eines Parallelogramms, alle 
diese Parallelogramme haben gleichen Umfang und sind zugleich einer an- 
dern Ellipse M, umgeschrieben, welche mit jener concentrisch ist; u.s. w. — 

4. Die obige Betrachtung der beiden Kreisschaaren P und Q (1. u. f.), 
welche einen gegebenen Kegelschnitt A doppelt berühren, ist übrigens nur 
ein besonderer Fall von der allgemeinen Betrachtung, wo der gegebene Ke- 
velschnitt A von solchen beliebigen andern Kegelschnitten P und Q berührt 
werden soll, welche durch zwei gegebene Puncte « und b gehen. Denn 
unter dieser Bedingung finden bekanntlich gleicherweise zwei Kegelschnitt- 
Schaaren P und Q Statt, welche die Eigenschaft haben, dafs ihre Berührungs- 
sehnen PP, und DD, mit K beziehlich durch zwei feste Puncte p und y in 
der Geraden «ab gehen. Diese Puncte p und 4 sind auch dadurch bestimmt. 
dafs sie sowohl zu den gegebenen Puncten « und d, als auch zu den Schnitten 
s und #£ der Geraden «ab und des Kegelschnitts A zugeordnete harmonische 
Puncte sind. In jenem speciellen Falle nun, wo blofs verlangt wird, die 
Kegelschnitte P und @ sollen Kreise sein, werden durch diese Bedingung 
die Puncte # und d stillschweigend gesetzt, aber sie sind imaginär und lie- 
sen auf der unendlich entfernten Geraden «5 der Ebene; dagegen bleiben 
die genannten festen Puncte p und y reell und liegen nach den Richtungen 
der Axen X und Y des Kegelschnitts A auf der unendlich entfernten Gera- 
len ab, so dafs die Berührungssehnen PP, und DD, beziehlich diesen Axen 
parallel laufen. 

5. Wollte man die obige Betrachtung in der Art umkehren, dafs man 
„wei beliebige Kreise M und N als gegeben annähme und sodann die sämmt- 
lichen Kegelschnitte AK berücksichtigte, welche dieselben doppelt berühren, so 
würde man zu neuen Resultaten gelangen, deren Entwickelung hier zu weit 
führen würde. Aber auch diese Betrachtung wäre wiederum nur ein beson- 
derer Fall von derjenigen, wo statt der gegebenen Kreise zwei beliebige Ke- 
eelschnitte M und N angenommen werden, und worüber ich das Nähere bei 
einer andern Gelegenheit mitzutheilen mir vorbehalte. Hier will ich mich auf 
folgende, darauf bezügliche Angaben beschränken. 

Die Aufgabe: 


„Einen Kegelschnitt K zu finden, welcher jeden von drei gegebenen 
hegelschnitten M, N, O doppelt berührt,” 
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ist im Allgemeinen mehr ais bestimmt, und nur unter gewissen beschränkenden 
Bedingungen möglich. Diese Bedingungen lassen sich wie folgt näher angeben. 

Ein Kegelschnitt hat unendlich viele Trippel zugeordnete harmonische 
Pole &, y, & und zugeordnete harmonische Gerade A, Y, Z. Je zwei (in 
derselben Ebene liegende) Kegelschnitte haben ein solches Trippel zugeord- 
nete harmonische Pole &, y, z und Gerade A, Y, Z gemein, und zwar sind 
jene die Ecken und diese die Seiten eines und desselben Dreiecks, oder sie 
haben drei Paar sich zugehörige Pole und Polaren x und A, y und Y, z und 
Z gemein (Abhäng. geom. Gestalten $. 44. S. 165 u. 166). Ferner haben 
die zwei Kegelschnitte drei Paar gemeinschaftliche Secanten x und x,, 9 und yı. 
3 und 3, (reell oder imaginär), welche sich beziehlich in jenen Polen z, y, z 
schneiden. 

Nun seien « und A irgend eins der drei Paare sich zugehörige ge- 
meinschaftliche Pole und Polaren der gegebenen Kegelschnitte M und N; ein 
eben solches Paar seien 5 und DB von den Kegelschnitten M und @, und ein 
gleiches Paar seien ce und Ü von den Kegelschnitten N und O; ferner seien 
o und &,, 9 und P,, y und y, die in den Polen «, db, c sich schneidenden 
gemeinschaftlichen Secanten der respectiven Kegelschnitte M und N, M und O, 
N und O; und endlich seien A,, B,, Ü, die Seiten de, ac, ab des Drei- 
ecks abe, so wie a,, d,. c, die Ecken des Dreiseits ABC: so sind die ge- 
nannten Bedingungen folgende: 

„Die Dreiecke abc und ABC (oder a,b,c,) müssen perspectivisch 
sein, d. h. die drei Geraden aa,, bb,, cc, durch ihre entsprechenden 
Ecken müssen sich in einem Puncte treffen, oder, was gleichbedeutend, 
die drei Schnittpuncte ihrer entsprechenden Seiten (A und A,, B und B,, 
C und C,) müssen in einer Geraden begen; und ferner müssen die Sei- 
ten B, und ©, zu den Necanten « und «,, so wie die Seiten A, und C, 
zu den Secanten 3 und f,. und ebenso die Seiten A, und B, zu den 
Secanten y und y, harmonisch sein.” 

Finden sich diese Bedingungen erfüllt, so giebt es einen Kegelschnitt A, 
welcher die drei gegebenen Kegelschnitte M, N und © doppelt berührt, und 
zwar sind dann die Seiten A,. B,. ©, des Dreiecks abe zugleich seine Be- 
rührungssehnen mit den respecliven Kegelschnitten M, N, O; auch sind a 
und A, 5b und B, c und Ü drei Paar sich entsprechende Pole und Polaren 
in Bezug auf den Kegelschnitt AK, und dieser ist durch dieselben bestimmt. 
Und umgekehrt: wenn ein Kegelschnitt A irgend drei andere Kegelschnitte 

24* 
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MH, N, 0 doppelt berührt, so finden die genannten Eigenschaften Statt. — 
Läfst man jeden der drei Kegelschnitte M, N, O entweder 1) in zwei Puncte 
oder 2) in zwei Gerade übergehen, so resultiren aus den angegebenen Be- 
dingungen die bekannten Pascal’schen und Briunchon’schen Sätze über das 
einem Kegelschnitte A ein- oder umgeschriebene Sechseck. Ferner erhält 
man andere specielle Sätze, wenn von den drei Kegelschnitten M, N, 0 
entweder 3) zwei in zwei Paar Puncte und der dritte in ein Paar Gerade, 
oder 4) einer in zwei Puncte und jeder der beiden übrigen in zwei Gerade 
übergeht. 

6. In Rücksicht auf blofs einfache Berührung der Kegelschnitte unter 
einander ist meines Wissens bis jetzt noch wenig geschehen. In älterer und 
selbst bis in die neueste Zeit hat man sich fast ausschliefslich nur mit dem 
sehr beschränkten Falle, mit dem Berührungsproblem bei Kreisen beschäfligt. 
aber nicht mit den entsprechenden Aufgaben bei den allgemeinen Kegelschnitten. 
Die letziern sind aber auch in der That ungleich schwieriger. Um dies zu 
zeigen, wird es genügen, hier nur die folgende Hauptaufgabe hervorzuheben. 
nämlich 

„Kinen Kegelschnitt RK. zu finden, welcher irgend fünf gegebene Ke- 
gelschnitle berührt.” 

Beschränkt man sich darauf, nur die Anzahl der fraglichen Kegel- 
schnitte A, nicht diese selbst zu finden, so läfst sich schon an gewissen spe- 
ciellen Fällen ermessen, dafs dieselbe bedeutend gröfser sein mufs, als bei 
dem Problem über die Kreise, wo bekanntlich drei gegebene Kreise von 8 
verschiedenen andern Kreisen berührt werden können. Denn z.B. schon für 
den Fall. wo jeder der fünf gegebenen Kegelschnitte aus zwei Geraden be- 
steht, giebt es 32 Kegelschnitte A, welche der Aufgabe genügen; und eben 
so viele giebt es, wenn jeder der gegebenen Kegelschnitte aus zwei Puncten 
besteht. Und wenn ferner von den fünf gegebenen Kegelschnitten drei aus 
drei Paar Geraden und zwei aus zwei Paar Puncien bestehen, so finden schon 
128 Auflösungen Statt; und eben so viele finden Statt, wenn zwei der gege- 
benen Kegelschnitte aus zwei Paar Geraden und die drei übrigen aus drei 
Paar Puncten bestehen. Diese respectiven 32 und 128 Kegelschnilte Ä sind 
übrigens auch selbst leicht zu finden, und zwar auf elementarem Wege, wie 
aus meinem kleinen Buche *) zu ersehen ist. Hiernach wird man um so mehr 


*) Die geom. Constructionen ausgeführt mittelst der geraden Linie und eines festen 
Kreises. $. 20. 8.97 u. 99. Berlin 1833, bei F. Dümmler. 
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eine hohe Zahl von Lösungen zu gewärtigen haben, wenn die gegebenen fünl 
Kegelschnitte beliebig sind *). 

Durch eine gewisse geometrische Betrachtung glaube ich nun gefunden 
zu haben: 

„Dafs fünf beliebige gegebene Kegelschnitte im Allgemeinen (und 
höchstens) von 7776 andern Kegelschnitten K berührt werden.” 

Mein Verfahren erhebt sich stufenweise bis zur vorgelegten Aufgabe. 
Nämlich zuerst stelle ich die Frage: 

„Wie viele Kegelschnitte K ygiebt es, welche durch vier gegebene 
Puncte gehen und einen gegebenen Kegelschnitt berühren?” 

Hier ist leicht zu beweisen, dafs es im Allgemeinen 6 solche Kegel- 
schnitte A giebt. Sodann ist die zweite Frage: 

„Wie viele Kegelschnitte K können durch drei gegebene Puncte ye- 
hen und zwei gegebene Kegelschnitte berühren?” 

Hier stellt sich heraus, dafs es 6.6=36 solche Kegelschnitte giebt. 
Und wird auf diese Weise fortgefahren, so gelangt man zuletzt zu 6° — 7776 
Kegelschnitten A, welche der obigen Aufgabe entsprechen. 

Bemerkung. 

%. In Bezug auf den obigen Satz über die der Ellipse ein- oder um- 
seschriebenen Vierecke von beziehlich gröfstem oder kleinstem Umfange ist 
zu bemerken, dafs derselbe nur ein einzelner Fall eines umfassendern Satzes 
ist, welchen ich hier, nebst noch einigen andern Sätzen mittheilen will. die 
sämmtlich aus meinen anderweitigen Untersuchungen über Maximum und Mi- 
nimum entnommen sind. 

„Einer gegebenen Ellipse lassen sich unendlich viele solche con- 
vexe n Ecke einschreiben, deren Umfang ein Maximum ist, nämlich jeder 
Punct der Ellipse ist Ecke eines solchen n Ecks. Alle diese n Ecke sind 
zugleich einer bestimmten andern Ellipse umgeschrieben, und in Rück- 
sicht auf alle andern derselben umgeschriebenen convexen n Ecke ist ihr 
Umfang ein Minimum.” Oder auch umgekehrt: 

„Einer gegebenen Ellipse lassen sich unendlich viele solche con- 
vexe n Ecke umschreiben, deren Umfang ein Minimum ist, nämlich jede 





*) Selbst bei den genannten besondern Fällen läfst sich schon eine weit gröfsere 
Zahl von Lösungen nachweisen, als die angegebene, wenn bemerkt wird, dafs ein Kegel- 
schnitt K einen andern, welcher 1) aus zwei Geraden oder 2) aus zwei Puncten be- 
steht, schon berührt, wenn er nur 1) durch den Schnittpunct der Geraden geht, oder 
2) die durch die Puncte gezogene Gerade berührt. 
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Tangente der Ellipse ist Seite eines solchen n Ecks; und alle diese n Ecke 
sind zugleich einer bestimmten andern Ellipse eingeschrieben und haben 
unter allen ihr eingeschriebenen convexen n Ecken den gröfsten Umfang, 
und zwar haben alle denselben Umfang.” 

Dieser Satz gilt nicht allein für die gewöhnlichen rn Ecke von nur einem 
Umlaufe, sondern eben so für diejenigen von 2,3,4,.... % Umläufen, welche 
trotzdem ihre Seiten einander durchkreuzen, dennoch convex sein können (so 
z.B. bilden die 5 Diagonalen eines regelmäfsigen Fünfecks ein convexes Fünfeck 
von zwei Umläufen). Nämlich etwas allgemeiner gefafst hat man statt des 
vorstehenden Satzes den folgenden. 

„Von ürgend einem Puncte A eines gegebenen Kegelschnitts K 
gehe ein Lichtstrahl unter beliebigem Winkel « aus und treffe den Ke- 
gelschnitt in einem zweiten Puncte B, werde hier von demselben reflectirt, 
oder (falls der reflectirte Strahl den Kegelschnitt nicht trifft) so ge- 
brochen, dafs der gebrochene Strahl gerade die entgegengesetzte Rich- 
fung des reflectirten hat, eben so geschehe es in allen folgenden Puncten 
U, D, E,...., in welchen der Lichtstrahl den Kegelschnitt trifft: so be- 
rührt der Lichtstrahl fortwährend einen bestimmten andern Kegelschnitt 
K,:; und läfst man sodann ferner von einem beliebigen andern Puncte A, 
des ersten Kegelschnitts K einen neuen Lichtstrahl A,B, so ausgehen, 
dufs er den zweiten Kegelschnitt K, berührt, dann aber von dem ersten, 
eben so wie der erste Lichtstrahl, wiederholt reflectirt oder gebrochen 
wird, so berührt er gleicherweise auch fortwährend den nämlichen zwei- 
ten Kegelschnitt RK,. 

Bei diesem Satze findet je einer von zwei verschiedenen Fällen Statt. 
nämlich der Lichtstrahl kehrt entweder 

a) nach bestimmter Anzahl, #, Umläufen in den Anfangspunct A zurück, oder 
b) er kehrt nie (oder nur nach unendlich vielen Umläufen) dahin zurück. 

Im ersten Falle (@) durchläuft der Lichtstrahl die Seiten eines ge- 
schlossenen Vielecks N, etwa von rn Seiten und « Umläufen, welches dem 
Kegelschnitte K ein- und zugleich dem Kegelschnitte A, umgeschrieben ist; 
und dabei kehrt der Lichtstrahl unter gleichem Winkel & nach dem Anfangs- 
puncte 4 zurück, wie er von da ausgegangen ist, so dafs er bei forigesetzter 
Bewegung das nämliche nEck N wiederholt beschreibt. Und in diesem Falle 
beschreibt dann ferner auch jener genannte zweite Lichtstrahl A,B,, der von 
einem beliebigen andern Anfangspuncte A, ausgeht, allemal ebenfalls ein ge- 
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schlossenes, mit dem vorigen gleichnamiges, Polygon N,, d. h. von gleicher 
Seitenzahl » und gleicher Umlaufszahl «. 

Ist nun der erste Kegelschnitt A eine Ellipse und soll das Polvgon X 
convex sein, So ist dann auch der zweite Kegelschnitt A, eine Ellipse, und 
alsdann haben die verschiedenen n Ecke N, N,. ..... die oben genannte Ei- 
genschaft: dafs sie unter allen der Ellipse K eingeschriebenen oder der 
Ellipse K, umgeschriebenen gleichartigen n Ecken beziehlich den gröfs- 
ten oder kleinsten Umfang haben, und dafs sie unter sich gleichen Um- 
fang haben. 

Der Leitstrahl aus einem Brennpunct der Ellipse A nach jeder Ecke 
des n Ecks N (oder X,,.....) theilt den zugehörigen Polygonwinkel in irgend 
zwei Theile z und y: wird die Summe der Cosinusse aller dieser Winkel- 
theile x, y mit der halben grofsen Axe der Ellipse A multiplicirt, so erhält 
man den Umfang U des n Ecks; oder in Zeichen 

U = a.2(cos®--cosy) = 2a.>[cos4(@—+y).cos}(«—y)]. 

In der oben citirten (3. Note) Abhandlung über Maximum und Mini- 
mum finden sich die Bedingungen angegeben, unter denen der Umfang eines 
eeradiinigen Polygons N, welches einem beliebigen Curven-Polygon P oder 
einer einzelnen Curve P oder einem andern gleichnamigen geradlinigen Po- 
Iygon P eingeschrieben ist, ein Minimum oder ein Maximum wird. Den dor- 
tigen Sätzen sind die nachfolgenden zur Seite zu stellen. 

@. „Unter allen einem gegebenen (geradlinigen) n Eck N umyge- 
schriebenen n Ecken kann der Umfang nur bei demjenigen, N,, ein 
Minimum sein, welches die Eigenschaft hat, dafs in Betracht jeder Seite 
desselben das aus der in ihr liegenden Ecke des n Ecks N auf sie er- 
richtete Perpendikel mit den beiden Strahlen, welche die an dieser Seite 
liegenden Aufsenwinkel des n Ecks N, hälften, in einem Puncte zu- 
sammentrifft. 

Mag auch die Construction des » Ecks N, schwierig sein, so ist da- 
gegen, wenn umgekehrt dasselbe als gegeben angenommen wird, alsdann das- 
jenige nEck N, welchem es mit kleinstem Umfange umgeschrieben ist, sehr 
leicht zu construiren, wie aus dem Satze selbst erhellet. 


P. „Unter allen einem gegebenen Curven-Polygon P, oder einer 
einzelnen gegebenen Curve P umgeschriebenen geradlinigen Polygonen P, 
von gleicher Seitenzahl, kann nur bei demjenigen der Umfang ein Mini- 
mum sein, welches die Eigenschaft hat, dafs in Betracht jeder Seite 
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desselben die Normale in ihrem Berührungspuncte mit den beiden Ge- 
raden, welche die der Seite anliegenden Aufsenwinkel des Polygons P, 
hälften, in irgend einem Puncte zusammentrifft.” 

Diese beiden Sätze («. und /.) finden übrigens auf analoge Weise auch 
für die sphärischen Figuren Statt. 

Für den speciellen Fall, wo das umzuschreibende Polygon P, nur ein 
Dreieck sein soll, hat die angegebene Bedingung (/.) zur Folge: „dafs die 
drei Normalen in den Berührungspuncten der Seiten des Dreiecks sich 
in einem und demselben Puncte treffen” Und in Rücksicht des ersten 
Satzes («.) folgt ebenso: „dafs die in den Ecken des Dreiecks N auf die 
Seiten des Dreiecks N, errichteten drei Normalen in einem Puncte zu- 


sammentreffen. 
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10. 
Über die Factoren der algebraisch lösbaren irre- 
duetibeln Gleichungen vom sechsten Grade und ihrer 
Resolventen. 


(Von Herrn Dr. E. Luther, Privatdocenten an der Universität zu Königsberg.) 





B: der durch den Titel bezeichneten Untersuchung werden wir denselben 
Weg einschlagen, welcher in einem früher von uns mitgetheilten Aufsatze 
„De eriteriis, quibus cognoscatur, an aequalio quinli gradus aleebraice resolvi 
possit” verfolgt ist, um die Factoren der Resolventen einer algebraisch lös- 
baren irreduclibeln Gleichung vom fünften Grade zu finden. Es wird aber 
nöthig sein, vorher die sämmtlichen Sätze zusammenzustellen, auf welche sich 
die Untersuchung stützt. Dies wird in den fünf ersten Paragraphen geschehen. 


S. 1. 
Jede algebraische Funclion y von gegebenen Gröfsen x, x', x" 
läfst sich bekanntlich aus folgenden Gröfsen rational zusammensetzen: 


P} 5 


" 


Fi 


N n‘ n‘ 
v» pP, vP", 
N, n,‘ N. = 

1. YP» YPı>, YPı > 
n n,‘ n,‘ 


N wo En 
YP»> YPs» YPprs ---.- 
nu nu Nu" 
/ 2 i „ 
\ Pu» VYPus YWPus ++»: 
Die sämmtlichen » sind Primzahlen; die Gröfsen » unter den Wurzelzeichen 
bezeichnen rationale Functionen sämmtlicher Gröfsen, oder einiger derselben. 
welche in den vorhergehenden horizontalen Reihen vorkommen, so dafs also die 
pP, P', PP’, .... rationale Funclionen von z, ©, ©", ....; die 9, pı', m”, 


n n' n't 


rationale Functionen von z, x', ©", .... Yp yp', Yp"s »... sind; u. s. f. 


Offenbar läfst sich annehmen, dafs es unmöglich sei, eine der Wurzel- 
sröfsen durch eine rationale Funclion der übrigen. welche in derselben hori- 
Crelle’s Journal f. d.M. Bd. X\XNXVI. Heft 3. 25 
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zonlalen Reihe vorkommen, und durch die Gröfsen in den vorhergehenden hori- 
zontalen Reihen auszudrücken: denn wäre es möglich, so könnte dieselbe, als nicht 
unumgänglich nölhig, bei der Bildung des Ausdrucks von y weggelassen werden. 
Diejenigen Wurzelgrölsen in (1.), welche in den Gröfsen p der fol- 
„enden horizontalen Reihen nicht vorkommen, nennen wir däufsere Wurzel- 

yröfsen. Nach dieser Definition ist leicht zu sehen: 
I) Dafs die sämmtlichen Wurzelgröfsen der letzten horizontalen Reihe äulsere 





Wurzelgröfsen sind, dafs aber auch unter den Wurzelgröfsen der andern 

Reihen äulsere vorkommen können; | 
2) Dals diese äulsern Wurzelgrölsen nicht durch die Wurzelgröfsen in den 

[folgenden horizontalen Reihen, also überhaupt nicht durch die übrigen 


Wurzelgröfsen rational ausgedrückt werden können. 


S. 2. 
Abel hal gezeigt, dafs sich jede algebraische Function y von z,2',.x",.... 


auf die Form 
1} ? n—l 


‘) Ba n | n_|. n 
2. GFHP" RP": GamıP 


1 
bringen lälst, wo p“ eine äufsere Wurzelgröfse bezeichnet und g,, 41» Ya5 --- 4,_, 
rationale Funclionen von den übrigen zur Bildung der Funclion y nöthigen 


Wurzelgröfsen und von 2, x, x”, .... sind. Er hat ferner gezeigt, dafs 


in diesem Ausdrucke immer 4, =1 gemacht werden kann. Dies geschieht 
dadurch, dafs man 
1Pp=73; 
oder wenn die Coöflicienlen g, bis q,_, der Null gleich sind, 
gs,P —=n 
selzt. Alsdann erhält der Ausdruck (2.) die Form 
5 = irie 
3. rat Hhen"..Kar"; 
wo Äu.... k,_, ralionale Funelionen von 9, Pıs Pay +++ Yn_ı bezeichnen. Es 


ist aber einleuchtend, dafs, wenn g, oder 4, äufsere Wurzelgrölsen enthalten, 
diese in der Form (3.) nicht als äufsere Wurzelgröfsen erscheinen. Dadurch 
also, dals man den Coeffieienten g, oder 4, des Ausdrucks (2.) = I macht, 
wird die Anzahl der äufsern Wurzelgröfsen scheinbar verringert; aulser wenn 


y, oder 9, keine äufsern Wurzelgrölsen enthalten. Dieser lelzte Fall findet 
1 


aber immer Stall, wenn y' nur eine äulsere Wurzelgröfse p" enthält. 
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Da es für die vorliegende Untersuchung von Wichtigkeit ist, dafs man 
einer algebraischen Funclion immer diejenige Form gebe, welche zuläfst, dafs 
alle äufsern Wurzelgröfsen auch als äufsere auftreten, so sprechen wir fol- 
senden Salz aus: 

sıne algehraische Function y von x, «', x", ...., welche m äufsere 
Wurzelgröfsen enthält, kann immer auf die Form 


2 nn] 


1 p 
n n | on 
WE NP"TRP" tr: (amp " 
1 


gebracht werden, wo p" eine äufsere Wurzelgröfse ist und y,, 41» =» ---- 0 


" 


rationale Functionen von x, x, x" und den übrigen Wurzelgröfsen be- 
zeichnen, unter welchen m—1 Ääufsere vorkommen. 
In dem besondern Falle wenn m —1 ost, d. h. wenn die Function 


y nur eine äufsere Wurzelgröfse enthält, kann dieselbe auf die Form 


1 2 n—] 


WTPUTRPUT r InıP " 
[ 
gebracht werden, wo p" die einzige äufsere Wurzelgröfse bezeichnet und 
Yo» Jay. u rationale Functionen von x, x, &",.... und den übrigen 
Wurzelgröfsen sind. 
Eine Gleichung: 


I ; n—] 


| n ’ nı| NY PEN 
n+rp"+np"+t....n.p" =, 
WO Tır Pis Pay res: Pucı, P ulgebraische Functionen gegebener Gröfsen 


1 
2 


x, x, x",.... sind, durch welche sich p“ nicht ralional ausdrücken Läfst, 
kann nur bestehen, wenn die Gleichungen 

ad, mal, mul, ur Ps 
Statt finden. 

Dieser Salz ist von Abel im $.2. seines Beweises der Unmöglichkeit. 
algebraische Gleichungen höherer Grade allgemein zu lösen, aufgestellt und 
bewiesen (8. dieses Journal Bd.1. 5.65). 

Aus diesem Satze geht unmittelbar der folgende Satz von Abel hervor: 

Die Werthe 


l n—I 


Yız + Yı p“ | fe ae ut. 


| 1 n 


Yy»= gut map! +... ep", 


n—1 





! n—1 


Yy m 4o- qa''p" 
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eines algebraischen Ausdrucks y, welche man erhält, wenn man der äufsern 
l 1 1 I 


Wurzelgröfse p" alle ihre Werthe: p', @p",.... «""'p" giebt, sind sämmt- 
lich von einander verschieden. 


$. 4. 
Aus den beiden vorstehenden Sätzen folgt: 


Jeder algebraische Ausdruck 


! n—l 
y=Tr9ıP"--::-- (n-ıP"; 
I l 1P- l 
. pr N 5 pp 7 7% rn $ FU ", N, RW N m- itt al 
welcher m äufsere Wurzelgröfsen p", pi, Pl, »»- ER enthält, h 
wenigstens n.n .Ns.... Nm; verschtedene Weerthe. 


Der zweite Salz in $. 3. besagt. dafs die Werthe 
I n—] 


=HtraP +. map": 


1 net 





n—1 n 


y=GbT UP" +... ap", 


! n—1 


Re Ay Ze 


Bu 


Y. = Wrgue'Tp 

des Ausdrucks y alle von einander verschieden sind. Da der Ausdruck y 

mehrere äufsere Wurzelgröfsen enthält, so müssen wenigstens einige der Gröfsen 

1 1 

Yu» Yı3 > +++ Sn-ı Funclionen der äufsern Wurzelgröfsen p"ı, p":, .... sein. 

1 l 

Giebt man daher der äufsern Wurzelgröfse p". irgend einen andern Werth wpt:, 

wo @ irgend eine imaginäre n,' Wurzel der Einheit bezeichnet, so erhält man 
[folgendes neue System von Werthen: 


l n—| 





Zu ee | u -- 
= WTNP TIP; 
. Ass. 
3 Ya = gu I_ gap . wur 110" p Ps 
' ni 
Y.=htNNaTPL...q10p”. 


\us dem zweiten Satze in $. 3. folgt unmittelbar, dafs alle Werthe dieses 
Systems von einander verschieden sind, und zugleich, dafs die Werthe des 
einen Systems den correspondirenden Werthen des andern nicht gleich sein 


können. 
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Daher bleibt nur noch zu beweisen, dafs irgend ein Werth 
1 n—1 


— 


2. pYtoNMPp’t.... ang, p" 


gi 
des ersien Systems einem Werthe 
1 ne 


3. HF P tt... np" 





® n . . . .. « . , . 
des zweiten Systems nicht gleich sein könne. Setzt man beide Werthe gleich. 
so findet sich 


l n—I 





/ n 


2 Hana Pt tet" it‘. 
1 


Da sich nun p” nicht rational durch die Coeäfficienten 


N f Ey. „‚n—l n—j ' 
(4 — 40 )» (ufı — Cr Yı Ja .“ “0 (@ YUn-ı 0 Un—1) 
1 


ausdrücken lassen darf, weil alsdann p* zur Bildung des Ausdrucks y nich! 
nothwendig wäre, so müssen, wenn die Gleichung (4.) bestehen soll, die Goel- 
ficienten einzeln der Null gleich sein. Es müssen demnach folgende Gleichun- 
ren Statt finden: 

I. ph —=d. 


n—l n—1 


6. eu et, a hart. 


Die erste dieser Gleichungen kann nach $. 3. nur Statt haben, wenn y 
I 
keine Function der äufsern Wurzelgröfse p: ist. Die übrigen Gleichungen 
können, wie sich sogleich zeigen wird, nur bestehen, wenn die Grölsen 
(13 Ss == + + Yn—ı entweder einzeln der Null gleich, oder in dem Falle wo 
1 l 1 


n,—n, solche Functionen von pi sind, dafs weder p”, noch p,, zur Bildung 
des Ausdrucks y nöthig ist. 


Hieraus folgt, dafs die Gleichung (4.) nur allein in dem Falle möglich ist. 
1 l 


wenn y, der Annahme zuwider, weder eine Function von p”, noch von p". ist. 





Um zu beweisen, dafs die Gleichungen (6.) nur dann bestehen können. 


wenn die Gröfsen 4, 4a2> »- -- 9n_ı entweder einzeln der Null gleich, oder falls 
l 1 l 


n,—n, solche Funclionen von p; sind, dafs weder p", noch p}, zur Bildung 


des Ausdrucks y nöthig ist, entwickele man dieselben nach den Potenzen von 
1 


"..„ indem man selzt: 
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1 n—I 
/ . | * In, ] “ ti, 
’E =— k, ui “ k, Pi i z .... k,-ı Pı ö , 
ı n—] 
# n ! Er 
7. / /E = R 4 hy y e „ae k,—ıPı" $) 
ı n—l 





GH) u Ip “ NT 1 Pi r 


wo die Gröfsen % rationale Functionen von x, x, x”, .... und den übrigen 
1 1 


Wurzelgröfsen sind, welche aufser p* und p": in y vorkommen. Substituirt 
man diese Ausdrücke (7.) und die aus ihnen hervorgehenden 








1 n,—1 
Rue u | R ro. Y ER ag 
/E une ki, Te k,opi' Pr ..0.. ss w"' Pı q p) 
E n—1 
(de Be ki ) 2. k, 0 pi’ -- .0.0 0... Bi le Pi" ’ 


1 nl 


n—2) | 


Gr ra Dopi... Kiornip" 


in die Gleichungen (6.),. so ergiebt sich 








1 r.—l 

(4, — ,)K —— (2, — 0, w)k,pı “ER (4, — 0,0") k,-ıPı" =—(, 
nl 

Q (—o)ky, + (vn —ao)hıp +... (Hawk, pi" —=0, 
R! mol 

EL at) Apr (teten) dp —0, 


Da p"ı sich nicht rational durch die Coöfficienten dieser Gleichungen aus- 
1 


drücken lassen darf, weil sonst pr eine rationale Function der übrigen Wur- 
zeleröfsen in y wäre, so müssen, damit die Gleichungen (8.) bestehen können. 
die Coöfficienten derselben einzeln der Null gleich sein. Wenn aber die sämmt- 
lichen Coöfficienten der Null gleich sind, so müssen entweder alle Gröfsen Ak 
einzeln der Null gleich sein, oder es mufs unter den Gröfsen 

(n— lt) (YH— u), :»... (y—aw"—t), 


(n— a), (H— 10), »... (mein), 


Ru) 
| ( gi , (or or), h (pi ar” er 


wenigstens eene vorkommen, welche der Null N gieich ist. Die erste verlicale 


Reihe der Tafel (9.) kann. da rn eine Primzahl ist, keine Gröfse enthalten. 
welche der Null gleich ist. Käme unter den übrigen Gröfsen der Tafel (9.) 
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eine Gröfse vor, welche der Null gleich wäre, so müfste eine Gleichung 

on —aWw" — (0 
Statt finden, in welcher v irgend eine der Zahlen 1,2, 3,.... na — 1 und v, 
irgend eine der Zahlen 1, 2,3, .... 2,—1 bezeichnet. Alsdann wäre aber 


v v v 
oO, = 0,0", 
tw, 
1 — wrı"; 


welche Gleichung, da n und n, Primzahlen sind und »,-.n, ist, nie beste- 
hen kann, auiser in dem speciellen Falle 

n, ze 
In dem allgemeinen Falle, wenn n, nicht = ist, müfsten also. wenn die 
Gleichungen (8.) bestehen sollten, alle Gröfsen %k, und folglich auch alle 
Gröfsen g, einzeln der Null gleich sein. 

Wenn aber n, —=n ist, so bezeichnet » eine der imaginären len 
Wurzeln der Einheit «, «, @, .... @”', Alsdann sind unter den Gröfsen 
der Tafel (9.) folgende: 

(v—a0), (mw—awW”), .... (it — a aerl)r) 
der Null gleich, und folglich ist in jeder horizontalen Reihe der Tafel (9.) eene 
(Gröfse der Null gleich. Da aber bekamntlich die Reihe 
EUER 
alle a —1 Wurzeln 
ei 
enthält, so können in keiner verlicalen Reihe der Tafel (9.) mehrere Grölsen 
vorkommen, welche der Null gleich sind. Es ergiebt sich demnach 


: 
4 — k, Pi» 











=Vv ! >y 
I ‘ . h 2y—n n 
9 =k,,pi oder, wenn ?2vr>n ist, = ee Pı 
1 
u.a —r 
he 2v (n—1)r 
Bezeichnet man nun die Coöflicienien von »/, Pis -.-. 2,” in den Ausdrücken 
Von gıs Gas +++ + Gncı Fesp. mit Ay, Ar, .... A,_ı, so erhält man 
2 ("—1)r 





’ “V 
vorn, gehn, : ey ekiuim" 


wo Ay, Aa, 2... %,_, ralionale Functionen von &, x, £”, .... und den ühri- 
1 


— 


gen Wurzel gröfsen sind. die aufser p" und p} in y vorkommen. Substiluiren 
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wir diese Ausdrücke in den Ausdruck für yo 
1 2 | 


| a | 5 | n 
Got HP" RP" :--. Ya-ıPı ; 





sp» erhalten wir 
vi 


2 (r—I)vy n—I 


ywrkıpiıp kp p"+....kiam” p"; 
l l 
welcher Ausdruck von der Form ist, dafs die Wurzelgröfsen p" und pi bei 
I 
der Bildung des Ausdrucks y durch eöne Wurzelgröfse Ipr.pt" erselzt wer- 
den können, q. e. d. 
$. 5. 

In den $$. 3. und 4. des oben erwähnten Aufsatzes „De criteriis, qui- 
bus ete.” sind die beiden foleenden Sätze bewiesen: 

I) Die Anzahl der Werthe eines algebraischen Ausdrucks ist immer 
ein Product aus den Exponenten gewisser Wurzelgröfsen, welche in ihm 
enthalten sind. Die Exponenten aller äufsern Wurzelgröfsen müssen noth- 
wendig unter den Factoren dieses Products vorkommen. 

2) Wenn einer Gleichung, deren Coöfficienten rationale Functio- 
men von x, .@, X, .... sind, der Werth eines algebraischen Ausdrucks 
aus 2, x, ©, .... genügt, so sind sämmtliche Werthe dieses Ausdrucks 
Wurzeln der Gleichung. 





Das bisher Gesagle möge als Einleitung zu der nun folgenden Unter- 
suchung angesehen werden. Aus demselben geht unmittelbar hervor: 
I) Dals die Wurzeln einer algebraisch lösbaren irreductibeln Gleichung vom 
sechsten Grade die sechs verschiedenen Werthe eines algebraischen Aus- 
drucks sein müssen; und 





2) Dals ein algebraischer Ausdruck, welcher sechs verschiedene Werthe hat, 
eine Quadrat- und eine Cubikwurzel enthalten mufs, von denen wenig- 
stens eine eine äufsere Wurzelgröfse ist. 

Es kann demnach ein solcher Ausdruck drei verschiedene Formen *) 
annehmen, je nachdem die äufsere Wurzel die Quadratwurzel oder die Cubik- 


*) Diese drei verschiedenen Formen sind drei verschiedene Hauptformen. Jede dieser 
Hauptformen zerfällt in zwei Nebenformen, je nachdem nur. die nothwendige Quadrat- und 
Cubikwurzel in dem Ausdrucke vorkommen, oder noch eine Quadratwurzel darin enthalten 
ist. Dafs in einem Ausdrucke von sechs Werthen. nur diese Wurzelgröfsen vorkommen 
können, ist leicht zu sehen. Wir werden in den Anmerkungen die erwähnte, nicht un- 
bedingt notwendige Quadratwurzel die mögliche Ouadratwurzel nennen. 























ee _ 
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wurzel ist, oder endlich beide Wurzeln äufsere Wurzelgröfsen sind. Jeder 
dieser drei Fälle erfordert eine besondere Untersuchung. 


S. 6. 
Es sei y ein algebraischer Ausdruck aus x, x, &”, ..... welcher 


sechs verschiedene Werthe hat und eine Quadratwurzel als einzise äufsere 


Wurzeleröfse enthält. Die sechs Werthe von y seien: 


aa ZZ 
Be: ' | „’: 
ER TRF 3 
ı\ ı 
Y, ==. &, *% u °* 
0. L° ee 
Y.: = ur PP; 
y, = v —yp' 3 
A I „ m. 
Ye ag Yo np ’ 
ö ki . - a M | P M |, B ! [Zj ! A 
wo q, und p algebraische Functionen von z,x,x,.... sind und q,. 9,» P, p 


die Werthe von q, und p bezeichnen, welche man erhält, wenn man der in 
ihnen vorkommenden Cubikwurzel ihre andern Werthe giebt. 

Die Gröfsen g,, p enthalten aufser der nothwendigen Cubikwurzel mög- 
licherweise noch andere Wurzelgröfsen. Einer oder mehrere der in ihnen vor- 
liommenden Wurzelgröfsen kann ein anderer Werth gegeben werden, so dafs 
sich aus den Werthen (10.) der Reihe noch die folgenden sechs Werthe des 


Ausdrucks y ergeben: 


9 +P%, 
0, +P't, 
Or” -+P", 
0 — pP}, 
0, — P', 
O0" pP". 





Da aber der Ausdruck y nur sechs verschiedene Werthe hat, so müssen die 
sechs vorstehenden Werthe mit den Werthen (10.), in irgend einer Ordnung 
genommen, übereinstimmen. Es mufs demnach eine Gleichung 
11. Q+P: = ’-- P,p"”’ 
Statt finden, wo g{” eine der Gröfsen ,, 9, gu und p“” die correspondirende 
der Gröfsen p, p', p" bezeichnet und /, eine zweite Wurzel der Einheit vorstellt. 
Aus dieser Gleichung folgt: 
Pi— (DO) +B,p®", 
P= De st ia ep 10 Q,) p”*. 
Crelle’s Journal f. d.M. Bd. XXXVI. Heft 3. 26 
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Da nun p“”: nicht rational durch g(”, p“”, Q, und P sich ausdrücken lassen 
darf, so muls nach dem ersten Satz in $.3. der Coöfficient von »”: der Null 
gleich sein: also ist 





y, (0) 
2P v Vr —- = 0; 


A 
Pi — BP", 


mithin erhalten wir: 


und folglich ist. wenn 


Q,-P! — g” 


i 


RO} R 
"PP E) 


I 
auch 
0,—-P: = y" —B,p®. 
Auf dieselbe Weise wie die Gleichung (11.) lassen sich auch die Gleichungen 
0’+P! — g®LA,p®}, 
0, +p" rn g%, +pp”' 
diseuliren. Demnach ist leicht zu sehen, dafs man folgendes System von 
Gleichungen erhält: 
0, re — PL B,p®}, 
ıp" + Ayo. 
Or pr — go 1.8,pOn, 
0 —P: 4 — Rp“, 
0'— Pit — 1 — Rp}, 
a Pia —Ap, 
wo 4, y», g®? und gi”, gi”, gr, respect. 4, 4, 9, und g, Yı, ı in 
irgend einer Ordnung genommen bezeichnen, und /%, Pı, /> zweite Wurzeln 


\ 


! 


il 


der Einheit vorstellen. Aus diesen Gleichungen ergiebt sich mit einiger Über- 
leeung Folgendes. 

Die Gröfsen 

| 0. % & pp 2 

können der Reihe nach die folgenden Werthe annehmen: 


Auer AS SA de Ze 
12. A Wr: ia 
ME SE Su ii BEE 
ae a an DEE Ei ; 
ar 7 Se or Du 
\ RR Rn yyıe 


*) Die drei letzten Reihen von Werthen für Q,, 0,', 0,", P, P', P" rühren von 
der möglichen Quadratwurzel her. 
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Ferner können, wenn . . P p' P" 
EEE ne p' p" 
/ haben, die Quadratwurzeln P: P' P': 
der Reihe nach die folgenden Werthe annehmen: 
= le = like u A 
I p 
13. de A 


h N r 7 
sr Te: 

1 rı mı 
— u. 2 N 2 
Tg 


BEER, TE BOp" > SER. 
PP 7 p 
Bau inne te: 


14. y’— Ay’-By’— Cy’-+-Dy’°—Ey-F= 0 
sei eine algebraisch-lösbare, irreductible Gleichung, deren Coöfficienten rationale 
Functionen der Gröfsen x, x’, x”, .... sind. Die Wurzeln dieser Gleichune 
seien die sechs Werthe 


= ntp, 
y = a +p", 
ıı 
2 Y, = ( 
15. er 9 Tv p"' 
Yı = 6 u 
y=W—p", 


y= up" 

eines algebraischen Ausdrucks aus x, x’, x", ...., welcher eine Quadrat- 
wurzel als einzige äufsere Wurzelgröfse hat. Giebt man alsdann den Functio- 
nen Go» 903 90 » Ps P’, p' nach der Tabelle (12.) alle Werthe, deren sie fähig 
sind, so ist einleuchtend. dafs die Wurzeln der Gleichung (14.) auf folgende 
Weise: 


y Jı 7 1 I I 
sn» nr N RI Rn 
y»  FıiY8: Je: 78 9 
Jr al Fa 9-5 
y ya Yı Ye Y ya 


2 


"us 73 me 7 7% 


MB! 


in einander übergehen. Giebt man ferner den Wurzelgröfsen p?, p'’, p"' alle 
Werthe nach der Tabelle (13.), so ist ersichtlich, dafs die Wurzeln auf fol- 
26 * 
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sende Weise: 


Luther, übe 


» die Gleichungen vom sechsten Grade. 


yı Ya mi I UM 
y.ı 9% IE Ju PET 
u, vs Ye ya \M 
„u u Bu Fa Fa 
Y4 Y5 Y ) i Yo Y3 
Yı 3 Ye Yı Ya 7 
I FU TOT DR 
„ss. mu Im a) 


in einander übergehen. Hieraus folgt: 
Wenn die Wurzeln der Gleichung {14.) die durch die Gleichun- 

gen (15.) angegebene Form haben, so kann jede rationale Function der 

Wurzeln yı. Y32 Yır Yır Ya Yo, welche für die 48 Versetzungen 


123456 423156 153426 126453 
231564 531264 261534 234561 
312645 612345 342615 315642 
132465 432165 162435 135462 
321654 621354 391624 324651 
213546 »13246 243516 216543 

6 

iu Na 156423 426153 453126 
964231] 264531 534261 561234 
645312 345612 615342 642315 
465152 165432 435162 162135 
654321 394621 624351 651324 
946213 246513 516243 543216 


Man setze: 


Ferner setze man: 








Function der Gröfsen x, & 


4 „ 


4: 


g. 8 
Yı T )ı = PR 
Y2 +) BE Y, . 
Y; oh. Vi; — - Y. . 
J)* = 1 
YEAR 6, 
! 2uU7r . f 
try = 9: 


ungeändert bleibt, nur einen Werth haben, mufs also eine rationale 
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wo > und 7° die imaginären dritten Wurzeln der Einheit bezeichnen. Alsdann is! 
9,+9, = T“ 
eine der Wurzeln der Resolventen des Layrange vom l5ten Grade (S. Traite 
de la resolution des @quations numeriques par Lagrange. Note xır.). 
‘s ist aber 
I" = 3!yızrtytY+Y51 
T ee 
TISNMNYANNIENNSYSTNIYSYETYEYIYaTY 
welcher Ausdruck für die 48 ee ) ungeändert bleibt. Setzt man 
in denselben für die Wurzeln yı, Yas Y3> Ya» Ya» Yo die Ausdrücke (15.). 


2Y4ıYor) ; YV; -V,vV.Y 


ww ze ) "ERERZ 


erhält man zufolge des vorhergehenden Paragraphs, eine rationale Function der 
Gröfsen x, «', x”, .... Wir haben also folgendes Resultat gewonnen: 
Wenn die Wurzeln einer algebraisch-lösbaren, irreductibeln 
Gleichung vom sechsten Grade, deren Cocffieienten rationale Functionen 
von x, x, x" sind, eine Quadratwurzel als einzige äufsere Wurzelgröfse 
enthalten, so hat die Besolvente des Lagrange vom Läten Grade einen in 


Bezug auf x, x, x", ..... rationalen Factor vom ersten Grade. 


S. 9. 
yv—uy+v, =d. 
“’ u | ) 
Be se a 
Yy ae u,) ey l Ft 0 9 
yY—uy+v —= 0 


seien die drei Factoren der Gleichung (14.),. von denen der erste die Wur- 

zeln yı, yı, der zweite die Wurzeln y,, y;, der dritte die Wurzeln y,., y 

hat. Alsdann sind die Coeflicienten %,, %., %, und ®,, ®%,. ©, die Wurzeln 

der zwei Gleichungen 
IX u“ — Ru -Su—T =0, 
PIRELLI —-T = 0, 

deren Coäfficienten folgende Functionen von den Wurzeln der Gleichung (14. ) 

sind: 


an I A | R | } 
R=y,+Yy+tY; aa TI T 70 
> | “ - ? - ” f | 
S—=yy-+YıYy tYıy tYıYyTtYay-+YıyıtYys -YYıtYsYst Ya) 


T=yırytYıYB Yo YıY st NY YFNINNrNNIErNIYaYst Yayıye- 
R=yıyıT YY: +YsYo> 

S=yırRYıYsTtYıyayaYotY2y3Y5 Yo; 

T,=YyıyY3Y4Ysys- 
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Aus diesen Gleichungen ist ersichtlich, dafs 

BA mi THF 
ist und dafs die übrigen Coefficienten 8, T, R,, 8, solche Funclionen von 
Vır Yıs Y3s Yas Y5» Yo Sind, welche für die 48 Versetzungen (16.) ungeändert 
bleiben. Mithin sind die sämmtlichen Coöffiecienten der Gleichungen (17.) ra- 


tionale Funclionen von x, x, x”, .... und es ist demnach folgender Satz 


hewiesen: 


Eine algebraisch-lösbare, irreductible Gleichung vom sechsten Grade, 
deren Coöfficienten rationale Functionen von x, x, x",.... sind und 
deren Wurzeln eine Quadratwurzel als einzige Ääufsere Wurzelgröfse 
enthalten, läfst sich immer in drei Factoren vom zweiten Grade zerlegen, 
deren Coöfficienten Wurzeln von Gleichungen dritten Grades sind, die ra- 
tionale Functionen von x, x, x", .... zu Üoefficienten haben. 


$. 10. 
is sei jetzt y ein algebraischer Ausdruck aus x, =’, x”, ...., welcher 
sechs verschiedene Werthe hat und eine Cubikwurzel als einzige äufsere Wur- 
zeleröfse enthält. Die sechs Werthe von y seien: 
| * 2 
KERTI FT 
= tr +rer 
18. /y=ntrrtrer. 
\an=g+ p"+ dp", 
= HtrP+rep", 
yv = WtrP"+reP"; 
WO 4, 4, und p algebraische Functionen von x, x, z”,.... sind und 
Yu» 4, p' die Werthe von Yu, 42, P bezeichnen, welche man erhält, wenn 
man der in ihnen vorkommenden nothwendigen Quadratwurzel ihren andern 


Werth giebt. y stellt eine der imaginären dritten Wurzeln der Einheit vor. 


\ 


Die Grölsen g,, 9, p enthalten aufser der nothwendigen Quadratwurzel 
möglicherweise noch andere Wurzelgröfsen. Einer oder mehreren der in 


ihnen vorkommenden Wurzelgröfsen kann ein anderer Werth gegeben werden, 


so dals man aus den Werthen (18.) der Reihe nach die folgenden sechs Werthe 
des Ausdrucks y erhält: 
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Q, = P: r Q,P', 

0. +YP' +70, P}, 

0,+y’P'+7y0Q. PS, 

0'/+ P"+ 0/P", 

0 +7P"+7’Q/P", 

O4 Pi+70/P. 
Da aber der Ausdruck y nur sechs verschiedene Werthe hat, so müssen die 
sechs vorstehenden Werthe mit den Werthen (18.), in irgend einer Ordnung 
genommen, übereinslimmen. 

Bei dieser Gleichsetzung sind zwei wesenllich verschiedene Fälle zu 
unterscheiden. In dem ersten Falle werden die drei Ausdrücke, in denen P 
vorkommt, dreien Ausdrücken gleichgeselzt, die entweder alle p, oder alle p' 
enthalten; in dem zweiten Falle findet sich in diesen Ausdrücken sowohl p, als p'. 
In beiden Fällen müssen aber unter den drei Ausdrücken zwei vorkommen. die 
entweder beide p, oder beide p’ enthalten. Es komme p doppelt vor. Als- 
dann finden die zwei Gleichungen 
Q,-- OP: +$°Q,P': 

| 


Q,+-:P:-12°Q,P' 


i 


j 


19. Ve a ar 3 22 


| 


gteptergp' 
Statt. wo sowohl d und &, als d’ und €’, zwei von einander verschiedene dritte 
Wurzeln der Einheit bezeichnen. Eliminirt man aus diesen Gleichungen @, P', so 
ergiebt sich eine Gleichung von der Form 

% P=nHtrp-+rp, 
wo 7,, ?,, r, rationale Functionen von @,, %, 9; bezeichnen, und hieraus 

P—=t4-+4p-1%pP, 
wo £,, £,, 4, rationale Functionen von 7, 7°,, 73, p, also auch von @,. 4u, %., p 
sind. Da aber p° nicht rational durch O,, 4, 92, p, P sich ausdrücken lassen 
darf, so müssen nach dem ersten Satze in $. 3. die Gleichungen 
w=09 md 4, =D0 

Statt finden. Mithin ist auch 

P= {n+ynpP + np, 
also 


SE a te dr 
YP= n{tynp’+ 


Y 2 


np‘. 


> 


Nach der Gleichung (20.) ist aber: 


| 


l h } . 2 
vP'’ = yn+ynp-+y'np; 
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also fole! 


| I) 2 
(a, \» a, u \ >. f a,) EN jz “ 3 PEBEER 
Gi YıTrıP TV Y)np = 
. » J . hu . .. 
ls darf aber p’ nicht rational durch r,, r,, 7;, p sich ausdrücken lassen: 
also müssen die Coe6fficienten 





| \ rt ‚v =\, 
\) —1)r,, \/ Y)Tı; (7 70 


einzeln der Null gleich sein. Unter den Ausdrücken 7’ —1, 7’—y,y’ —y 
kann aber. da 3 eine Primzahl ist, nur allein der Ausdruck 7” — y’” der Null gleich 
sein. Es müssen mithin zwei der Funclionen r,, 7, #, gleich Null sein. Hieraus 
folgt, mit Berücksichtigung der Gleichung „0 dafs eine der Gleichungen: 
P' — r,, P' —r, p’, P: — r,p° 
Statt finden mufs. Die erste derselben kann nicht bestehen, da P* nicht rational 
durch @,, 4,, 9, sich ausdrücken lassen darf. Es mufs mithin 
P: — rıp’, oder: == 1,p° 
sein. Selzt man diese Werthe in die Gleichungen (19.), so erhält man 
enlweder 
0,— + dr, — 0’ 1p5 - +19 Q,r) — 0" gs} p’ = (0), 
9 rten ep HEQi— ep 0, 
oder 
10,— 3 +1" QO,rip —d yr -- Fr gYp° —= 0, 
0, — yo! - ER. p’ + fen — e”g: 195 — 0. 
Aus diesen Gleichungen folgt, da nach Fi ersten Salze in $. 3. die Gröfsen 
den Klammern einzeln der Null gleich sein müssen, entweder 


Ö' &' ’ Pr 

3 zum a: . 0, =— 4, O0, — (42 4 P: BEE , 
oder 

ö' ge"? ' | jr 


“a ı I “) „2 | | “ 
05P+QP = yrszptlzgp’; 

oder 
I % ll ı 2 175) ö' ı ı u. ö'? 2 
0er tzep. 


In beiden Fällen a; us eng 


® » « « ı 7 
-2 a | 7 Fe 
0,+:P+0P = g+lpPlrgep, 
wo < die von d und e, [’ die von d’ und €’ verschiedene dritte Wurzel der 
Einheit ist. 
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Hieraus folgt, dafs von den beiden zuerst aufgestellten Fällen nur der 
erste möglich ist, dafs also die drei Ausdrücke. in denen P vorkommt, nur 
dreien Ausdrücken (18.) gleich gesetzt werden können, die alle entweder p, 
oder alle »’ enthalten. 


Demnach ist leicht zu sehen, dafs wir folgendes System von Gleichungen 
erhalten werden: 


O,-+ p' + Q,P' ur % +7,p®° rer", 

+, P+YQP = Wr Hp", 
’ y® +Y. ‚p: 2 Y yp"3, 
'ı Ppsı Q/P'" y® 17,993 4 
'tyP's4 70, P" gm - Ly,p®5 4 4 zgPp®3, 


I 2P3ıL.O!.P3 — dL.23W3 [1.02 70 nW3 
7P% 4 y00P° = pe, 


S 
S, 
S 
_- 
= 
T 
| 


\ 


PR, 





| 


. ‚ 0 ) ) . 1 j 
wo entweder q(, 4%, p“” respeclive u, 42, p, und y(, 4", p!” respective 
Yu, 92, p’ oder umgekehrt bezeichnen, und 7, Yı, 72, So wie 7, 74, 7, die 
dritten Wurzeln der Einheit sind. 


Aus diesen Gleichungen ergiebt sich durch einige Überlegung Folgendes 


Die Gröfsen 0, 0, pP pP’ 0:P° 0,” P" 


können der Reihe nach die folgenden Werthe annehmen: 


Yo MW p pP gr gp 
| fo  W p pP Po gp 
21. 40 go pP p p g: pP” 
fo go g"p” p p q: p' 
go do pP g”p” gp p' 
a 7 Pr gi ep" p 
GP pP p p’ 
G Sb EP gp p' p*). 





*) Die sechs letzten Reihen von Werthen für O,, O,', P, P', 0} P°, Q,':P? rüh- 
ren von der möglichen Quadratwurzel her. 
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Ferner können, wenn pP P' 
die Werthe p p' 
. . ] ı 
[kaben, die Cubikwurzeln P: P' 
der Betihe nach die folgenden Werthe annehmen: 
p’ p" 
ı EB 
pP. P_ 
2m} 2 
pP pP 
22. f, 1 Apı r 
? p 
Ars 5 rn Z 
/Pp /P 
Er un": 
/Pp pP 
1 9 y) 
pP yP 
Ars : PVad 5 
’P pP 
1 


"a = 
wir 
23. „PP Ay’+Bıy’—-Gy+Dy—-Ey+F >= 0 
sei eine algebraisch-lösbare, irreductible Gleichung, deren Coöfficienten rationale 
Functionen der Gröfsen z, x', x", .... sind. Die Wurzeln dieser Gleichung 


seien die sechs Werthe 


1 2 
y=4tr r GP; 
yp = uTrI TIP; 
= —,— | P 1 Mn As 
a In =ntretrep, 
v ara 4 ı rt? 
yo FT ap 
a az Be Po 
sn Tiere TI mr 
. PEN ' ® 2,2 2 | vr ‚ 3 
Yy—=—-TY/P'TYPP 


eines algebraischen Ausdrucks aus &, x, &”, ...., welcher eine Cubikwurzel 
als einzige äufsere Wurzelgröfse hat. Giebt man alsdann den Functlionen g,, q,, 
pP pP, EP’), 9: p” nach der Tafel (21.) alle Werthe, deren sie fähig sind, so 
ist einleuchtend, dafs die Wurzeln der Gleichung (23.) auf folgende Weise: 


Yı Y2 Y3 Ya Y5 Y6 
»n» 9%» m RA. FR, 
mn  »  .- > u 
yes Se 38 gan er a 
yYı Y2 Y3 Yı Y6 Y5 
Y Y; Yo Yı Y3 Ya 
Yı Y3 Ya Y4 Yo Ys 
Y4 Y6 Y5 Yyı Y3 Y2 




















in einander übergehen. 


Luther, über die Gleichungen vom sechsten Grade. 


,„ so ist es ersichllich, dafs die Wurzeln auf folgende Weise: 


Y3 


- 


123456 
231456 
312456 
123564 
231564 
312564 
123645 
231645 
312645 
456123 
456231 
456312 
564123 
564231 
564312 
645123 
645231 
645312 


ne 12 12 
au] ww” ”» de ww” = 


ty 


Be] > De De 2 2 2 
» » » » " 
ww 


-_ 


Hieraus folgt: 


132456 
213456 
321456 
132564 
213564 
321564 
132645 
213645 
321645 


456132 
456213 
456521 
564132 
564213 
964321 
645132 
645213 
645321 


Function der Gröfsen x, x, x", .... 


Y4 
Y4 
Y4 
Y5 
Y5 


Ys 


J 


Y5 
Y5 
Y5 
Y6 
Yo 
Yo 
Y4 
Y4 
Y4 


123465 
231465 
312465 
123546 
231546 
312546 
123654 
231654 
312654 
465123 
465231 
4659312 
346125 
946231 
946312 
654123 
654231 
654312 


sein. 





> « « 
2 > ä » 0} 
ir w. - 





. . . wer r „ g( 1 } r 
in einander übergehen. Giebt man ferner den Wurzelgröfsen p‘, p"' alle Werthe 
nach der Tafel (22. 


Wenn die Wurzeln der Gleichung (23.) die durch die Gleichun- 
gen (24.) angegebene Form haben, so kann jede rationale Function der 
Wurzeln Yız Yar Yas Yas Yss Yo, welche für die 72 Versetzungen: 


132465 
213465 
321465 
132546 
213546 
321546 
132654 
213654 
321654 


465132 
465213 
4659321 
946192 
946231 
946321 
654132 
6542193 
654321 


ungeändert bleibt, nur einen Werth haben, mufs also eine rationale 


27 * 
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6. 12. 
Man selze 
Yı +Yyı+Y3 =J/, 
Way a 


Alsdann ist 
For _ pe 

eine der Wurzeln der Resolventen des Lagrange vom 10ten Grade (S. Traite 
de la resolution des &qualions numeriques par Lagrange. Note xın.). 

Es ist aber 
u yı -y3+y3 -y h 
a | 
YaYs T YeYe tt YsYs TY3)Y5 y3Y; 
welcher Ausdruck für die 72 Versetzungen (295.) ni bleibt. Setzt man 


wre En En nn; a or 2 no 
EYE TOR RUHR -Yıys- y: YıtyıYs+-YıysT-YsYot 
Yf = | r r | Mr = 

“Yı)ı T YıYs TYı)o” ) 


in denselben für die Wurzeln yı, Yas Y3> Yas Ys> Yo die Ausdrücke (24.), 
so erhält man gemäfs dem vorhergehenden Paragraphen eine rationale Function 


der Gröfsen x, x, x”, .... Es ist also folgendes Resultat gewonnen: 
Wenn die Wurzeln einer algebraisch-lösbaren, irreductibeln Gleichung 


’ 


vom sechsten Grade, deren Coecfficienten rationale Functionen von x, «, 


" 


2", .... sind, eine Cubikwurzel als einzige äufsere Wurzelgröfse ent- 
halten, so hat die Äresolvente des Lagrange vom 10ten Grade einen in 


" 


Bezug auf x, x, x", .... rationalen Factor vom ersten Grade. 


$. 13. 
yY—uy+vy—w —= 0, 
y—Wwy uyy—u, — 0 


seien die zwei Facloren der Gleichung (23.), von denen der erste die Wurzeln 
Yıs Ya» Y;, der zweite die Wurzeln Y;, Ys, Ys hat. Alsdann sind die Coef- 
licienten %,, %; ®,, ©, und w,, w, die Wurzeln dreier Gleichungen: 

%6 wW“—- Uu+V=0, v"—Uv-+-VN,=0, W"—T,w-V,—0, 
deren Coöffiecienten die folgenden Functionen von den Wurzeln der Glei- 
chung (23.) sind: 


U= yırY»atYtYtyYtyo 

V’= Yı)a -YıYys7 Yıyst YaYıTY2YstY2Ys+ Y3yıt Y3ys -Y3Yo; 

U,= yıyatYıYs tY2YstYaYstYıYotYsYo> 

yı= yıyıyı) YıyaYaYot YıyaYsYo-t YıYaYaYs + YıY3YaYe + YıY3Yysy6s 
-Yayıyays tYaYsYaYs FY2YsYsyo; 


> 
. 
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Aus diesen Gleichungen ist ersichtlich, dafs 
U-4 wid 9 =H#H 

ist und dafs die übrigen Coöfficienten V, U,, YV,, U, solche Functionen von 
Yıs Ya> Y3> Yas Ys> Yo Sind, welche für die 72 Versetzungen (25.) unge- 
ändert bleiben. Mithin sind die sämmtlichen Coöffieienten der Gleichungen (26.) 
rationale Funclionen von ©, x, ©”, ...., und es ist demnach der folgende 
Satz bewiesen: 

Eine algebraisch-lösbare, irreductible Gleichung vom sechsten Grade, 


deren Coöfficienten rationale Functionen von x, x, x",.... sind und 
deren Wurzeln eine Cubikwurzel als einzige äufsere Wurzelgröfse ent- 
halten, läfst sich immer in zwei Factoren vom dritten Grade zerlegen, 


deren Coöfficienten Wurzeln von Gleichungen zweiten Grades sind, die 


rationale Funclionen von x, x, x", .... zu Üvefficienten haben. 
$. 14. 
Es sei endlich y ein algebraischer Ausdruck aus &, x’, &", ...., wel- 


cher sechs verschiedene Werthe hat und zwei äufsere Wurzelgröfsen enthält. 
Alsdann kann y nach $. 2. immer, wenn man die beiden äufsern Wurzel- 
Pr 4 J . » . N) 
gröfsen durch p? und rn bezeichnet, sowohl auf die Form 
| 2 
%T IıP' 
als auch auf die Form 
ı 2 
ku kn: B- k,n® 
gebracht werden. 
Für die erste Form seien die sechs verschiedenen Werthe von y folgende: 


= WTrqp 
y=hrNhp 
97. en a u 2 
re A | ce 
y=-h-IhıP 
Yy=h—gP: 


" sind, von denen jede oder 


Wo gu, 9ı algebraische Functionen von x, &', £ 
eine die äufsere Cubikwurzel rn’ enthält, und g,, 9", 4’, 1” die Werthe von 
Y, und 4, bezeichnen, welche man erhält, wenn man der Wurzel n: ihre an- 
dern Werthe giebt. Die Gröfsen 4,, Yı, p enthalten aufser der Cubikwurzel a: 
möglicherweise noch andere Wurzelgröfsen. Einer oder mehreren der in ihnen 
vorkommenden Wurzelgröfsen kann ein anderer Werth gegeben werden, so 











214 10. Luther, über die Gleichungen vom sechsten Grade. 


dals man aus den Werthen (27.) der Reihe nach die folgenden sechs Werthe 


des Ausdrucks y erhält: 





0, -- Ö, P:, 
9 Qi P, 
Qu +Q" Pr, 
0, —Q, P}, 
0, — OP‘, 
0’ —Q" Pi, 


welche mit den Werthen (27.), in irgend einer Ordnung genommen, überein- 


TD 
es 


sliimmen müssen. 


Für die swerte Form Folgendes die 6 verschiedenen Werthe von y: 


Er 2 
V, _— ki ei I, 7ı° a” k,n®, 
u k vn 21. 2 
y = I, _ kn r kn’, 
5 un Ale a u 
99 y = hhrykn® +yhnt, 
ah . Er 1 1 En 
Y4 = ki, y I, 71° a: v) N’, 
s ER ER 22.'!.3 
y=kh+rykm®tykn, 
r WETTER u „r.3 
Da ki Fr k, nl m yo; 71°”, 


wo Ay, Ä,, A, algebraische Funclionen von x, x, x”, ..... sind, von denen 


alle oder einige die äufsere Quadratwurzel »° enthalten, und A,, A, Ay die 
Werthe von Ä,, Ä,, A, bezeichnen, welche man erhält, wenn man der Wurzel p’ 
ihren andern Werth giebt. y stellt eine der imaginären dritten Wurzeln der Ein- 
heit vor. Die Grölsen 4,, 4,, A, und x enthalten aufser der Quadratwurzel p: 
möglicherweise noch andere Wurzelgröfsen. Einer oder mehreren der in ihnen 
vorkommenden Wurzelgröfsen kann ein anderer Werth gegeben werden, so 
dafs sich aus den Werthen (29.) der Reihe nach die folgenden sechs Werthe 
des Ausdrucks y ergeben: 


sd. 





ra ou a, 3 ] FR rT2 
KNArKIT-LyK/IT, 


welche mit den Werthen (29.), in irgend einer Ordnung genommen, über- 





einstiimmen müssen. 
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Bei dieser Gleichsetzung gelangt man durch dieselben Betrachtungen 
wie in $. 10. zu folgendem Systeme von Gleichungen: 
r r | - 2 1 } 
K, 1 R,IT: -- RK; II u Pe ku - Ykl 7 . I Ks y\ 73 zZ 
uf Fr 3 »„K 3 "|. A “N , ir R' 
K,+y Ku ZKIR = KO 4y,KOn Fra, 
- 9 „- 4 - . 2 j 6 ‚3 
KR, _- YA 1 IT: 4 7 RK, II u. pam u +-Yı kl 7 ; * vl )- 3 
- | - . ur 2 1 N 
Ky-- KIT K; IT: Besen kV 73 ki 7T°’ P 2 kV: T 
n . 1 oY ı rr2 
K/+yK' IE + YK/IT — KO Ly, KDD ai 


> 9 r J - 2 2 
K ‚+ YK,IP-+ yKRKyln = + kV . Y; POPERBET TEE 


[$ | 


2 
3 


wo entweder A’, A)’, A$” respective Ä,, Ä,, k. und A, AP, A\ respeclive 
ky, Ay, A, oder umgekehrt bezeichnen, und 7, Yı, 7, SO wie 43, 4, 75 die 
dritten Wurzeln der Einheit sind. 

Aus diesen Gleichungen geht hervor, dafs, wenn man den Wurzel- 
gröfsen in y ihre verschiedenen Werthe giebt, die drei Werthe von y, welche 
+-p* enthalten, entweder nur in einander, oder alle drei in die drei Werthe von y 
übergehen, welche — p: enthalten. Wird dies bei Gleichsetzung der Werthe (27. 
und 28.) berücksichtigt, so gelangt man durch dieselben Betrachtungen wie in 
$. 6. zu folgendem Systeme von ae Aa 


0,+ Q0,P!: = 4(\)- "PP 
0, +0, P} — y®--Bg?p! 

Qu +0! P = n BP, 
0,— OP! — y" — PB" p}, 
0) — OP! —= y!’— PP p, 


" "m: 2 
0, — OP’ pvp 
(0) (1) (2) N, U, (2) - ' " 0 „ 
wo 4, 4, gu und gi”, gi, gi» respeclive 9, 9,» 9, und 91, 4, 91; 


irgend einer Reihenfolge genommen, bezeichnen, und / eine zweite Wurzel 
der Einheit vorstellt. 
Aus diesen Gleichungen ergiebt sich durch einige Überlegung Folgendes: 
Die Gröüfsen 0 0% 0 OP Q”P 0Q,”P 


können der Reihe nach die folgenden Werthe annehmen: 


“ h h fr Mp p 
24, a a) er u Zu 2 
4 hh h Mpgp Hp 
% % % IP np gıp 


I g, % 4 P YJı P yıp 
SR Pan SEEEEL N Ze SEES Air Du 


x 
uf 





*) Die drei letzten Reihen von Werthen für Q,, O,, 0,", 0X P, Q"”P, 0"’P 
rühren von der möglichen Quadratwurzel her. 
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Ferner können, wenn . . . . 0;P O”P O”Pp 
BE TFRBE nrnalii naire yıp yı p gYı p 
haben, die Quadratwurzeln . . 0,P: O'’P: O0" P: 
29 { of: ö " 9 m... 
32. | die folgenden Werthe annehmen: + pP +1P +gyp 
-4P o —qap —g’p 
5. 15. 
74 „6 53 .4 2 
33. y . 4:7 u 4 B, , er Gy-+ D.y’—Ey-+F,  — 0 
sei eine algebraisch-lösbare, irreductible Gleichung, deren Coöfficienten ratio- 
nale Funclionen der Grölsen z, &', ©", .... sind. Die Wurzeln dieser Gleichung 


seien die sechs Werthe: 


=%+ Ps 
y=%+tqp 
4 JB FuTtNp 
Y4 aa Yo a 11P°; 
y; = go — YıP’, 


Ye = %—Nı Pr 
eines algebraischen Ausdrucks aus z, x’, x”, ...., welcher zwei äufsere Wur- 
zelgröfsen hat. Giebt man alsdann den Functionen 9,, 9, 4, ip, "pP, q”p 
nach der Tafel (31.) alle Werthe, deren sie fähig sind, so ist es einleuchtend, 


dafs die Wurzeln der Gleichung (33.) auf folgende Weise: 


yır Jr EN He 
ss Ya a EEE FM 
„»» Yy ei HM 
29 Jeri al Muıc 
‚ss. Yı Je: u RR 
yı Yı PR We 


in einander übergehen. Giebt man ferner den Wurzelgröfsen q,p!, q,'p}, q” pi 
alle Werthe nach der Tafel (32.), so ist ersichtlich, dafs die Wurzeln auf 
folgende Weise: 

yıı IT 

„. m U RR 
in einander übergehen. Hieraus folgt: 

Wenn die Wurzeln der Gleichung (33.) die durch die Gleichun- 

gen (34.) angegebene Form haben, so kann jede rationale Function der 
Wurzeln Yır Yır Yar Yar ss Yo, Welche für die 12 Versetzungen 
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123456 456123 
231564 564231 
312645 645312 
132465 465132 
321654 654321 
| 213546 546213 
ungeündert bleibt, nur einen Werth haben, mufs also eine rationale 
Function der Gröfsen x, «', x", .... sein. 
$. 16. 

Die 12 Versetzungen (35.) sind sowohl in den 48 Versetzungen (16.). 
als auch in den 72 Versetzungen (25.) enthalten. Es bleiben daher sowohl 
die Wurzeln T'*" und 7'* der Resolventen, als auch die Coöfficienten 8, 7', 
R,, 8, in $.9. und V, U,, P,, U, in $. 13. für die Versetzungen (33.) 
unverändert. Hieraus folgt: 

1. Wenn die Wurzeln einer algebraisch-lösbaren, irreductibeln 
Gleichung vom sechsten Grade, deren Coöfficienten rationale Functionen 


von x, x, x", .... sind, zwei äufsere Wurzelgröfsen enthalten, so ha- 


ben beide Resolventen des Lagrange einen in Bezug auf x, x, x", 
rationalen Factor vom ersten Grade. 

2. Eine solche Gleichung vom sechsten Grade läfst sich immer, 
sowohl in drei Factoren vom zweiten, als auch in zwei Factoren vom 
dritten Grade zerlegen, deren Coöfficienten Wurzeln von Gleichungen 
respeclive dritten und zweiten Grades sind, die rationale Functionen von 
w,x, x", ..... zu Coöfficienten haben. 

$. 17. 

Aus allen Diesem folgt: 

Die algebraisch-lösbaren, irreductibeln Gleichungen vom sechsten 
Grade, deren Coefficienten rationale und deren Wurzeln algebraische 
Functionen von irgend welchen gegebenen Gröfsen x, x, x", .... sind, 
zerfallen in drei Classen: 

1) In solche Gleichungen, welche drei quadratische Factoren haben, 
deren Coöfficienten Wurzeln von cubischen Gleichungen sind, die 
rationale Functionen von x, x', x", .... zu Üoefficienten haben; 

2) In solche, welche zwei cubische Factoren haben, deren Coefficienten 
Wurzeln von quadratischen Gleichungen sind, die rationale Func- 
tionen x, x, x", .... zu Coeöfficienien haben; 
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>) In solche, welche sowohl drei quadratische, als auch zwei cubische 
Factoren haben, deren Coeöfficienten Wurzeln von respective cubt- 
schen und quadratischen Gleichungen sind, die rationale Functio- 

nen von x, &, &",.... zu Coeöfficienten haben. 
Bei den Gleichungen von der ersten Classe hat die Resolvente vom Töten 
Grade einen in Bezug auf x, &', x", .... rationalen Factor vom ersten Grade; 
hei den Gleichungen zweiter Classe hat die Resolvente vom 10ten Grade 


einen in Bezug auf x, ©’, x”, .... rationalen Factor vom ersten Grade; bei 
den Gleichungen dritter Classe haben beide Resolventen einen in Bezug auf 


x, x",.... rationalen Factor vom ersten Grade. 





Schliefslich wollen wir noch untersuchen, von welchem Grade für jede 
der drei angezeiglen Classen von Gleichungen die übrigen, in Bezug auf 


' „ 


>. 9,8, rationale Factoren der Resolventen sind. Es ist zu dem Ende 
nicht nöthig, die 15 und 10 Wurzeln der Resolventen selbst zu betrachten, 
sondern wir können dieser Untersuchung einfachere Functionen der Wurzeln 
Yıs Yas Y3> Yas Yss Yo, Welche den Wurzeln der Resolventen ähnlich sind, 
zum Grunde legen. Die einfachste, der Wurzel 7'** ähnliche Function ist 
YıyıtYYtYsYy = u”; 
die einfachste, der Wurzel 7” ähnliche Function ist 
MRYTYYN—E; 
denn £** und T”, so wie 2" und 7, bleiben zusammen ungeändert und än- 
dern sich zusammen für dieselben Versetzungen der Wurzeln Yı, Ya, Y3> Yas Yss Yo- 
Da ähnliche Funclionen aus den Wurzeln einer Gleichung sich immer gegenseitig 
'ational durch einander und durch die Coöffiecienten der Gleichung ausdrücken 
lassen (S. Hlerinite's eleganten Beweis: Nouvelles Annales des Mathematiques; 
redige par Trerquem et Gerono. Tome I. page 329.), so wird Alles, was von 
der Rationalität der Factoren der beiden Gleichungen, deren Wurzeln die 
15 Werthe von 2°" und die 10 Werthe von 2“ sind, gesagt ist, auch von 
den Factoren der beiden Resolventen gelten. 


g. 18. 
Die 15 verschiedenen Werthe von £*' sind: 


I . a r er 
Yııt YyyTtyy=hb; 


tyyıtyy=b, 


2 
— 
. 
2 


Yıya - Y3 Yot Yıyzzl, 
YıyıTYaYstYsY lo; 
YıystYYstYy=b; 
YıyatYsYıtysY= ls, 
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YıYys FYYytYıYy lo, YıyatYYstYıy =ln; 
Yı)3 = YaYstYrıYs = lu» Yı)u Try 
Yıyl tYyYyTtYyYy=lbn Yı) 
Yıys 4 Y2aY3 + YıYs = In, 
Die 10 verschiedenen Werthe von £” sind: 


YıYaYstYaYsYo la» YıYaYs+Y3Yıy = ty. 
YıYsYeTY2Y3)ı = ty, YıYaıY5 2. YYY ft Pr 
YıYsYs tYaYıyo = le YıyytYyyYy=b. 
YıY2aY6 .- Yıyı)s = li, YıY3Ye Ya Yıy tl, 
YıyyıtYYy=to YıyYı TYYY—=h. 
Für die 48 Versetzungen (16.) bleibt ungeändert: 

1) Die Function 7, 

2) Jede symmetrische Function aus f,, &,, £., fu, 

3) 7 » au ” 1 ” 5 h,, Gb, li» l;, 5» t,, 

4) ex . ” ae u  "" 72 on VERLIERT 

9) yes -- 28 . VER — La, Loy Loy Lus Pa» Uı35 Far Üis- 


Demnach bleiben die Coöfficienten jeder Gleichung, welche die Werlhe einer 
Gruppe zu Wurzeln hat, für die 45 Verselzungen (16.) ungeändert. Bezeichnen 
nun Yıs Yas Y3> Yay Yss Yo die Wurzeln einer Gleichung von der ersten Classe, 
und haben dieselben die durch die Gleichungen (15) angegebene Form, so sind 
nach $. 7. die Coefficienten einer solchen Gleichung rationale Functionen von 
x, x, 2”, .... Hieraus folgt, mit Berücksichtigung der in der Einleitung zu 
$. 18. gemachten Bemerkung: 

Bei den Gleichungen von der ersten Classe hat im Allgemeinen " 
die Resolvente Töten Grades drei in Bezug auf x, x', x", .... rationale 
Factoren vom ersten, 6ten und 8Sten Grade, und die Resolvente 10ten 
Grades zwei rationale Facloren vom 4ten und 6ten Grade. 

Für die 72 Versetzungen (25.) bleibt ungeändert: 

1) Die Function Z,, 

2) Jede symmetrische Function aus 4, &, Z, L, Las Lıs, 

3) - _ - - -— blend, Sg, Son bon bs Ins Eu: 

4) Pr y u we = — bp bey bay ber 7 ba; by U, U. 
Demnach bleiben die Coöfficienten jeder Gleichung, welche die Werthe einer 





*) In besonderen Fällen können die angegebenen rationalen Factoren noch weiter 
in rationale Factoren zerlegt werden; niemals aber in rationale Factoren vom ersten Grade, 
ohne dafs man mehrere gleiche Factoren erhält. 


28% 
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Gruppe zu Wurzeln hat, für die 72 Versetzungen (25.) ungeändert. Bezeich- 
nen nun Yıs Ya» Y3s Yas Yss Yo die Wurzeln einer Gleichung von der zweiten 
Classe, und haben dieselben die durch die Gleichungen (24.) angegebene Form, 
so sind nach $. 11. die Coöflicienten einer solchen Gleichung rationale Functio- 
nen von 2, 0, x, .... Hieraus folgt, mit Berücksichtigung der in der Ein- 
leitung zu $. 15. gemachten Bemerkung: 

Be: den Gleichungen von der zweiten Classe hat im Allgemeinen die 
RResolvente Tälen Grades zwei in Bezug auf x, x, &",.... rationale 
Factoren vom 6ten und 9ten Grade, und die Resolvente 10ten Grades 
zwer rationale Factoren vom ersten und 9len Grade. 

Für die 12 Versetzungen (35.) bleibt ungeändert: 

1) Die Funclion Z£,, 


2) - - - 1. 

3) Jede symmetrische Function aus /,;,, Is, 

4) " ” ;’ R ; an = l2, tz, l;, 

9) ri; m R u. u ) vr ;, lo» l,, 

et er ee ie re 

‘) 2 “ > v ar ” ” l;, ty, Io» ls l2, I» 
Bee ee rer 


Demnach bleiben die Coefficienten jeder Gleichung, welche die Werthe einer 
Gruppe zu Wurzeln hat, für die 12 Versetzungen (35.) ungeändert. Bezeich- 
nen nun Yıs Ya» Y3s Yas Ys» Ys die Wurzeln einer Gleichung dritter Classe, 
und haben dieselben die durch die Gleichungen (34.) angegebene Form, so 
sind nach $. 15. die Coöfficienten einer solchen Gleichung rationale Funclio- 
nen von x, x, x", .... Hieraus folgt, mit Berücksichtigung der in der Ein- 
leitung zu $. 18. gemachten Bemerkung: 

Bei den Gleichungen von der dritten Classe hat im Allgemeinen 
die Resolvente I5ten Grades drei in Bezug auf x, x, x", .... rationale 


Factoren vom ersten, 2ten und 6ten Grade und zwei rationale Factoren 
vom dritten Grade, und die Resolvente 10ten Grades hat drei rationale 
Facloren vom ersten, dritten und 6tlen Grade. 

Königsberg im October 1847. 
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11. 


Über unendliche Reihen, deren Exponenten zugleich 
in zwei verschiednen quadratischen Formen 
enthalten sind. 

(Von Herrn Prof. ©. G. J. Jacobi.) 


( Fortsetzung der Abhandlung No. 5. in diesem Bande. ) 


Gleichungen zwischen drez Doppelsummen. 


Man kann der in der Einleitung aufgestellten Fundamentalgleichung die fol- 
senden Formen geben: 


0) TI - FA SDAILHEI ergz‘, 

9 + ITA-HAL AH EI EEE, 

Y (2 en zN) IT\A —g' A q — 12?) (1 —g"' 1272)] EN Z(—1 pe } 2!) t ı 
wo, wie immer, für den Index 2 unter dem Zeichen /7 die Werthe 0,1.2, .. x 
und unter dem Zeichen I die Werthe O0, +1, +2, .. +% zu nehmen sind. 


Die Formel #) wird aus «) erhallen, wenn man respective ygq und yq.z 
für q und & selzt und mit x dividirt. Die Formel y) folgt aus «), wenn 
man zy-1 für x setzt und mit y-1 dividirt. 

Ich will jetzt in diesen allgemeinen Formeln für & primitive 3, 5" 
S' und 12’ Wurzeln der Einheit seizen, und bei Aufsuchung von unend- 


E 


lichen Producten, welche sich auf doppelte Art in zwei elliptische zerfällen 
lassen, unter die Zahl der letztern auch diejenigen aufnehmen, welche für die 





angegebnen Werlthe von z aus «) y) erhalten werden. Die Gleichungen, 
zu welchen man auf diesem Wege gelangt, werden sich von den oben mit- 
getheilten dadurch unterscheiden, dafs sie nicht mehr zwischen nur zwei, 
sondern zwischen drei oder einer grölsern Zahl Doppelsummen Statt finden. 
Obgleich einige dieser Resultate sich aus den früher gefundnen zusammensetzen 
lassen, so habe ich sie doch deshalb für bemerkenswerth schalten, weil sie 
mehrere derselben in einer einzigen Formel umfassen, zu welcher man durch 
dieselbe Methode der doppelten Zerfällung gelangt, welche auf jene Formeln 
geführt hat. Es beruht dies auf der Eigenschaft der elliptischen Transcen- 
dente X‘, dafs sie, wenn man für z Wurzeln der Einheit setzt, in meh- 


rere Reihen zerlegt werden kann, welche aus derselben Transcendente erhalten 
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ul Fl Frl 


werden, wenn man darin, wie in den frühern Untersuchungen, für y und z Po- 
tenzen von g selzt. Ich werde zur gröfsern Deutlichkeit einige elementare 
Eigenschaften der 3eckigen und Jeckigen Zahlen, auf welchen die Zerlegungen 
der elliplischen Transcendente, welche hier zu betrachten sind, beruhen, be- 
sonders hervorheben, und bei dieser Gelegenheit einige allen Polygonzablen 
gemeinschaftliche Eigenschaften bemerken. 


. > = einer imaginären Cubikwurzel der Einheit. 


Alle ganzen Zahlen von — x bis oc, welche für den Index 2 un- 
ter den Summenzeichen zu setzen sind. sind unter den drei Formen 3, 
— (32--1), 32--1 enthalten. Wenn man in dem allgemeinen Ausdruck der 
3eckigen Zahlen 42(2+-1) für 2 die Formen 32 und — (32 --1) setzt, so erhält 
man in beiden Fällen 2(32°-+-2); setzt man dagegen 32--1 für 2, so ver- 
wandelt sich 42(@—-1) in &(2°--2)-+-1. Man hat daher den folgenden Satz: 

die durch 3 theilbaren eckigen Zahlen sind die Sfachen der vor- und 
rückwärts fortgeselzten eckigen Zahlen; die durch 3 nicht theilbaren 
3eckigen Zahlen lassen durch 9 dividirt den Rest 1, und geben, wenn man 
von ihnen 1 abzieht und den Rest durch 9 dividirt. wiederum die sämmt- 
lichen 3eckigen Zahlen. 
Es folgt aus diesem Salze das Corollar, 

dafs man aus jeder 3eckigen Zahl unendlich viel andere erhält, wenn man 
wiederholt mit 9 multiplieirt und 1 addirt. 

Da (32 -+1)(35-+-2) unverändert bleibt, wenn man — (?--1) für 2 setzt, 
während sich gleichzeitig 2°--1 in — (22-1) verwandelt, und man für 2 unter 
dem Zeichen I auch 2+« oder —(?--a) seizen kann, wo «a eine beliebige 
ganze positive oder negative Zahl bedeutet, so hat man 


see 12.00 Fr 1035 220, 6; 
EERTRER ) +3 FEN RETEREE )z ac 


| 


—\ 


rt grei+net+) g6i+3 — Z(-1)/ gEHVEHI 2-63), 


Man kann ferner für 2 unter dem Zeichen I nach einander 

e(mi-+a), &(mi+a), ». Emmi 4n-ı) 
setzen, WO &, &5 -. &m_, entweder +1 oder —1, und ea, &4,, .. Em_ıdm-ı 
alle verschiednen Reste bedeuten, welche durch Division mit der ganzen Zahl m 
erhalten werden können. Man erhält daher, wenn man in «), 5), 7) für © unter 
dem Zeichen F nach einander 32, —(32--1), 32--1 setzt. und die vorste- 


henden Sätze benutzt, die folgenden Formeln: 
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20. ITA-A+HrtSDAtNrE) = Eger’ 


a 


zu ur + EgEHD° (ZH 4 zeit), 


21. (2 +27) II 1—g'*')(1 -1- gt! 2?)(1 .- g Hz=2] OR gt Hi) gi 


Zg:e®+d Trade 1- g&+D) 4 ZzgeirDE8 +2) Pau; +3 


| 


| 


2@i?+i) (5641 _| „—(6i+l 1(37+1)(8:7 +2) (5643 _| m —6i4+3 
Pie rg ı+ 1-2 (67+ )--I8g“ 2+1)(324 (2 2 +2 62-4 2 


2. (2-2) TAI) = FD 


ns 


| 


z(—1 gr (ZH _ g6+N)) aut z(—1 Y gei+YGH 2) g6i43 


| 


z(—1 gie” + I z-(&+D) cr ı 5(—1 ge 1)(37+?2) (26 3 —_grtärs ). 


Setzt man in diesen Formeln die Gröfse 3 einer imaginären Cubikwurzel 
der Einheit gleich, so erhält man 


23, „d— gr) + 46143) 





—— Ey — Zyet)), 





1 ty 
1 +) + ir) aaa ER 
24. Ir‘ l s — ze an TERER 
++! 4 
25. TA— d*) = FI H, 


Die letzte dieser Formeln giebt, wenn man g für g’ setzt, die Kuwlersche Ent- 
wicklung des Products I71— q'*'). 


Man kann der Reihe Fg}®+VCH4+® noch eine andere merkwürdige Form 
geben. Es sind nämlich alle Werthe des Index 2 in den beiden Formen 2: und 
— (22--1) enthalten, und für beide geht die Gröfse 4ö(@-1-1) in denselben Aus- 
druck 25° --2 über, was dem Satz entspricht, 

dafs die 6eckigen Zahlen, vor- und rückwärts fortgesetzt, alle 3eckieen 
Zahlen geben *). 
Man erhält hieraus 
26. ZH 22H ZA — 0, 
und daher 
27. ZyCHDEH) — gEgÜEH — IgZge +) — YIgWirDei+n, 
38. =(—1)’ 906% —(, 





*) Proclus in seinem Commentar zum 1sten Buch des Euelides bemerkt als Beispiel, 
dafs man nicht alle mathematische Sätze umkehren könne, dafs jede 6eckige Zahl eine 
3eckige, aber nicht jede 3eckige Zahl eine 6eckige ist. Man sieht, dafs wenn man die 
Benennung sechseckige Zahlen auch auf diejenigen Zahlen 2?”—i ausdehnt, welche den 
negativen Werthen von s entsprechen, die Umkehrung in der That erlaubt ist. 
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Vermöge der Gleichung (27.) kann man die Gleichung (24.) auch so darstellen: 
A— YA pr3) 
I re) 


Lt 
i 4 





— zuge” 1 2 2zygeHDG HD) 


Wenn man die unendlichen Producte (23.) und (24.) von ihren Nennern be- 
freit, und ihnen ihre einfachste oder ihre Normal- oder ihre characteristische 
Form giebt, so erhält man 





(d— gt) + #3) 
+ rl 
/I (1 + IA YA") 


N 


29. 11 





Mayen ti A __ZHHN 74 _|_ „6r+3 N) 
= 2-7 4 N) 


3 /\ 


1 ‚12i+1\ 74 127+4\ 7/ 12:+5 127+6\ /- 127 +7\/ 127+8 
II 1—g \I-NA—- YA) I- Ay 





J 7 
x d-A-)) 
zu — 2, 
d— tt) (14-0?) 3 ir; 
- Di RE 5 nn FR z+1\/ u2 6r+1\ / 2 6245) 
0. — TA ya) Ag, 
II! - Fr) ANA FPAY! 
TARA) 
Zyse+) _ ZEHTNEHN u > a 


Andere Darstellungen dieser unendlichen Producte werde ich weiter unten geben. 
Von den Formeln (23.),. (24.), (25.) ist die letzte, welche mit der 
Fulerschen übereinkommt, oben noch auf eine andere Art, welche von der 


im Vorigen gebrauchten wesentlich verschieden ist, aus der allgemeinen Formel 





abeeleitel worden. Nach den beiden Methoden erhält man (25.) aus der For- 
mel 7). indem man entweder für 2 eine imaginäre Cubikwurzel der Einheit 
setzt und mit y—B) dividirt, oder indem man für 4 und & respeclive 4’ und g' 
setzt und mit —g’ multiplieirt. In ähnlicher Weise kann man auch zu den 
beiden andern Formeln (23.) und (24.), welche durch Substitution einer imagi- 
nären Cubikwurzel der Einheit für x erhalten wurden, durch eine Combination der 
[rüher eefundnen Formeln gelangen, welche aus der Fundamentalformel dadurch 
abeeleitet worden waren, dafs man für q und x Potenzen von g gesetzt hat. Ich 
will diese zweite Beweisart hier mittheilen, weil man daraus desto leichter erken- 
nen wird. ob und auf welche Art die aus den Formeln (23.) und (24.) folgen- 
Jen Gleichungen zwischen Doppelsummen aus den früher gefundnen erhalten 


werden können. 


— 


Von den oben aus der Fundamentalformel abgeleiteten Formeln wähle ich, 
um die Formeln (23.) und (24.) dadurch zu beweisen, die Formeln IV. (6.) 
und IV. (7.). 
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TEEN N Fy)@i°+D 
/ re +1 —— F — 
3 ma Er en IApR 


1 PT +32 


= Di_ sn > SITE ° 
1X") Ay 





Fra + 


Multiplieirt man mit den Nennern der Brüche, und setzt —y’ für q, so erhält 
man, nachdem man die zweite Gleichung noch mit 4 multiplicirt. 


> nn „GBi+l) 
> ui rer IHK pP - i aa 2 : 
20. Pr. a ] 
>) II L)? — == ER u. ur S(— 5 g“ 37-+1)(67 +1 5 


Zieht man diese beiden Gleichungen von 22 ab, so kann der in //(1--4 de 


multiplieirte Factor in den einfachern Ausdruck I(—1)’g""* zusammengezogen 
werden. Setzt man nämlich in (21.) z==1, so erhält man 
‘ en 1521: c 3 Si+1) u. RER SE a 
33. za" 0) - ui =gy + Zr, 
oder. vermöge (26.) und (27.), 
. I kn; PER I 37- )\(6z-} 
34 . — 4 — u / Tr dam 7 b 
und hieraus, wenn man —g für q setzt, 
ıYr os \z 27 rs ; 3 Gi 1) E . 
35. =(-1)g" U z(—1): (1 u 4 a (1 'g' 32-+1)(674 1) 


Mit Hülfe dieser Formel erhält man aus den Gleichungen (32.). wenn 

man die zweite von der ersten abzieht, 
36. ZN" — Egg — TALHFMEAN,GH. 
Substituirt man hierin die häufig im BERN UNE angewandte Formel, 
I (— Ny 7 = IT\( 1—g" DAi— Fr, 

welche sich aus («.) ee wenn man darin respective g und —y für y 
und & selzt, so folgt die Formel (29.). 

Die Formel (30.) findet man aus denselben Gleichungen (31.) auf fol- 
sende Weise. Setzt man in denselben g’ für q, so erhält man 


Hi H 1) N 2. . 
a= <( — /I1-aH). 2(—1)4”, 
3T. I ee .=-UV'g 
SU bpb II1- a g +3) < Z(— 1); iyeitD +1 
und hieraus, da F(-1) gt)" — F(— ee 
ao 3 si+1) be ? 
- Pi = PN iu 


a 2 +3 S/ il)? /_AN „BD? 
—= JIl-+-g"") | I” =(-N'g (NY 
— MH) EA)g”. 

Crelle’s Journal f. d.M. Bd. XXXVI. Heft 3. 29 
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Substituirt man hierin die ebenfalls sehr häufig im Vorhergehenden angewandte 
Formel. 


‘ 77 Ku _ Ir % i u 1— gt! 
9 ZN = MM- A) = He 


welche aus (1.) für = —1 folgt, so erhält man die Formel (30.). 
Für den hier vorliegenden Zweck, Gleichungen zwischen Doppelsummen 
von der Form 


R : + y“ +HPk?4 yıH Ök+e 


— 


zu finden, kommt es darauf an, die elliptischen unendlichen Producte (29.) und (30.) 
mit solchen andern elliptischen unendlichen Producten zu multipliciren, dafs das 
unendliche Product, welches man durch diese Multiplication erhält, sich noch auf 
eine andere Art in zwei elliplische unendliche Producte zerfällen läfst, oder, 
was dasselbe ist, die unendlichen Producte (29.) und (30.) als Brüche 
darzustellen, deren Nenner ein elliptisches unendliches Product und 
deren Zähler das Product zweier elliptischen unendlichen Producte ist. 
Die Formeln III. führen mit Leichtigkeit zu mehreren solchen Darstellungen. 
Wenn man nämlich die unendlichen Producte (29.) und (30.) auf folgende Art 
ausdrückt, 

IT\1— g"")( Fu. BR II :E Lat), 

ITA— Hy Aa—g) IT ALgis), 
so sind die ersten Factoren bereits elliptische unendliche Producte, und es 
kommt nur noch darauf an, die zweiten Facloren 

TA"), TA-4g'®) 

als Brüche darzustellen, deren Zähler und Nenner elliptische unendliche Pro- 
ducte sind. Dies geschieht aber mittelst der Formeln III. für jedes dieser beiden 
unendlichen Producte auf 7 verschiedne Arten. Man erhält für I7(1-- 4%?) 
sieben solcher Brüche, wenn man in III. —g’ für g setzt und alle Brüche 


#3 


g’ für g substituirt. Es ergeben sich hiernach aus (36.) und (38.) vzerzehn 


umkehrt, und eine gleiche Anzahl für 77(1--g”"°), wenn man in II. selber 


Gleichungen zwischen Doppelsummen. Bezeichnet man nämlich jeden der 7 Brüche 
. : ‘) n 
in IV. mit ID so folgt aus (36.): 
y(q)‘ 
vw a3, 15 17? (37 1)? } En iE% i 2? Fr? 
KIN) - EN = y- NED 


und aus (938.). 


.. 
m 7; 


— (3141) 


. ‚2 9 < „(32 4+1)(6i+1)I ___ 3\ Q/ 
pi, =zg — 22“ ( d = ff) Ni”. 
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Es wird aber nicht nöthig sein, diese 14 Gleichungen besonders auf- 


zustellen, da sie keine wesentlich neuen Resultate geben. Denn durch das- 
selbe Verfahren, durch welches im Vorhergehenden die Formeln (36.) und (38.) 
aus den Formeln (32.) und (37.) abgeleitet worden sind, welche ihrerseits aus 
den Formeln IV. (6.) und IV. (7.) folgten, müssen sich auch die aus den For- 
meln (36.), (38.) und IV. (1.) — (“.) folgenden 14 Gleichungen zwischen 
Doppelsummen aus denjenigen Formeln der obigen Tabelle ergeben, welche 
durch Combination der Formeln IV. (6.) und IV. (7.) unter sich und mit den 
übrigen Formeln IV. (1.) — (9.) erhalten worden sind. 


Man kann aber die unendlichen Producte (29.) und (30.) noch auf an- 
dere Arten als solche Brüche darstellen, deren Nenner ein elliptisches unend- 
liches Product und deren Zähler das Product zweier elliptischen unendlichen 
Producte ist, und diese Darstellungen werden zu Resultaten führen, welche 
in den Gleichungen der obigen Formelntabelle nicht enthalten sind. Es ist 
nämlich 


(32+1)? 





er 6i+3 
y Fr) +gq Zu 


in 
1 pH 4 


L IA — Hy) i— +) ( 1— 9:+6)). ITA— g*+%) 
vg IIA— gq"i+2) 





DA) U AHEIAHEPAA LH) A) AN) 
RR IT\A +9) (1— rt) zo. 


IIA— tr) IIAi-+ ger?) (1 + 6°+#) (dm qi+6)} 
HIA— ı*°) 








IIA— q'*?) .IIA— 3%) 
WI Id n= ir) (1 5 gi 5) (1 En gviro)l ’ 


woraus, wenn man für die elliptischen unendlichen Producte ihre Entwicklun- 
sen setzt, die folgenden Gleichungen erhalten werden, 





0. TA-FHA-HALEN 


DE yg+z e I(—1)' gi +27 
= (—1): " nie 





= zg — get ,— 








ii N PH, F(—1)e9 YE®+9 En (Ay pER+d, Fit: 
ze +9 Ber+d z(—1)/ 2649 


SH EN 
= y , F 
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Es ist ferner 


d—g+t1)(d +) 











2 (37? +) _ 137 +1)(374 -2 
he = = == =g 
Nd—q IH (1— ge ya) ITA— 44). Hi— ir) EL 
Ad) He) 


woraus 





41. TA g)A— Ale | 








S 1332? 4 S .,38:+1)(3i+2) __ 3(37?+8) S ,,8:i41)(62+1) 

Sy >77, zq: — 234 

Erd. FA EN BER+D, EAN ER 
IN POR+D or ei. al 


folgt. Aus den Formeln (40.) und (41.) ergeben sich durch Multiplicalion mit 





den Nennern die unten folgenden Gleichungen Doppelsummen. Da 
in den Zählern der Brüche (40.) der Factor &(—1)’g”*, in den Zählern der 
272 


Brüche (41.) der Factor F(—1)'g 
een von denen, welche auf die oben angegebne Art aus (36.) und (38.) ab- 


nicht a so müssen diese Gleichun- 


eeleitet werden können, wesentlich verschieden werden. 

Der Zähler des letzten Bruchs in (40.) wird aus dem Zähler des letzten 
Bruchs in (41.) erhalten, wenn man darin g für g setzt. Es ergeben sich daher 
für denselben aus (40.) und (41.) drei oder, wenn man noch in (40.) 
für g setzt, vier verschiedene Darstellungen durch Doppelsummen, wobei man 
diejenige nicht mitrechnet, welche aus der doppelten Form der in (41.) mit dem 
Minuszeichen behafteten Summe folgt. Die hieraus erhaltenen Gleichungen ge- 
hören zur Classe (3. 3), die übrigen aus (40.) und (41.) folgenden zur 
Classe (2, 2). Sie können den zu diesen Classen gehörigen Formeln der obi- 
een Tabelle angeschlossen werden, obgleich sie sich von ihnen dadurch unter- 
scheiden, dafs sie jede eine Gleichung zwischen dree Doppelsummen geben. 
Die unendlichen Producte in den folgenden Formeln sind die Zähler der Aus- 
drücke, welche die Brüche (40.) und (41.) ergaben; nur sind diese Producte. 
wie in der obigen Formelntabelle, durch ihre Normalformen ausgedrückt. 


X1. 
B. (25 2). 


3 II 1 ET ELTETE 


(374+1)?+18%?+46k 


4 ee (1) 


? 4642-122 + 2% 
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LE FA- TA)" 


_—_ $/__141106?°+h 9R+39Rr+A) __ 8/7 __4NCck?+k) „Bi+1)?+3C@K?+k) 
BE N 1): / “ =(—1) 4 . 


\ 
Zu ee u 
r 1 ge ER +4 nz 197-481 1 
U 
= a " 3CK’+k) __ rg Me HER — EL yigt 
6. FU-FTA- FA NA-FHA-FTA-) 


I e ,, \A,,2(32?+7)+3(3k?+k) x \k „Bi+1)(67 +1) 43 @A?-+-A) 
(1) u ed 


auaees 2(—1 )' +k g +3A? 4474 2k 


C. @, » 
2. IT 1— Fr)i— +24 litt | 


ae Zg” H3A Kia au Iy 3:+1) 2-1 


> 1 
34 2 } 2A 


> - =. ANTI- k 3,4 > 4 
nn I (— ae ai KL 5(— 1)" gei+D 
— zn H3k2+A — ge DBEHD)+3RT HA 
—. a L6E+1)+3K2-4Hk 


cz = 2 1,77 322-+9K2+7-+3k 
Man kann durch Combination 74 Formeln (36.) und (38.) noch eine 


Gleichung zwischen fünf Doppelsummen ableiten. Multiplieirt man nämlich die 
Formeln (36.) und (38.) mit einander, nachdem man in der ersten = für 


gesetzt hat, und bemerkt, dafs ZA H)ITA—g"’)—=1, so erhält man 
A923 A \z .72?-+2k2+K 
PO I(— es Z(— 2+1)2) ( Sr „3207+1) — I ygqSt+DWcH1) 
= — 1)‘ ge | 1)’ ye iq: >, ' 


Diese Formel läfst sich aber auf die Gleichung B. (2) zurückführen. Setzt 
man nämlich für I(—1)’y, I" die äquivalenten, blofs durch andere Grup- 
pirung der Glieder unterschiednen Ausdrücke, 


S(—1 Yy— 2.1“ Kar: Zg3eH Hz) +2 1)(6i-; D 
von denen der erstere aus (20.) für s—=—1 folgt, und der zweite durch 
die Formel (34.) gegeben wird, so wird die Doppelsumme links vom Gleich- 
heitszeichen 


—1)'q a Z(— 1'489? ger) L gern! 


| { 9 
und es Ra daher die Gleichung (42.) auf die folgende zurück, 
)’+34@k41) BR > ARE, RN. 


—1)y® + = 


97°+@&k+1)(6K +1) 
> 
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velche aus B. (2.) erhalten wird, wenn man darin y’ für q setzt und mit g 
multiplieirt. 


Il. 2x = einer imaginären dten Wurzel der Einheit. 


Ich will jetzt in der Formel (/.) für x nach einander zwei inagenäre 
nicht reciproße Ste Wurzeln der Einheit setzen, und die daraus hervorgehen- 
den mit einander multiplieiren. Wenn man in der Gleichung (/.), 


(2. 1 ]7| — gt) 1—g'* 122) 1— grz - Bin PA Di u 
für den Index 2 unter dem Summenzeichen nach einander 52, — (92-1), 
ferner — (52--2), 52-1, endlich 52-2 setzt, wodurch alle Werthe von 2 


erschöpft werden, so verwandelt sich dieselbe in die folgende, 
43. IT A—-)A— Hr) 1yrz7?)) 
ze 1): gi Hi) (gl t+1__ er . (1 g® +1)(52 du Kate Eu Br 


zZ 


- I( 1)’: H2)62+3) „10245, 


Setztman —?—1 für 2, so erleidet die letzte Summe keine weitere Aenderung. 
als dafs die Gröfßse (—1)’z"""” unter dem Summenzeichen in — (—1)’z71"+? 
übergeht; man kann daher für diese Summe auch 


> Yu ® +2)(52+3) Ta re g-10i45)) 


I 
: Dausı 


selzen. woraus man sieht, dafs dieselbe verschwindet, wenn 2% einer beliebi- 
sen Öten Wurzel der Einheit gleich wird. Bedeutet daher 0 eine imaginäre 
Ste Wurzel der Einheit, und selzt man in (43.) 


=. == Ö, 
so erhält man nach Division mit 0 — 07", 
4. IA )A-gHo)(l—g'to”) 
I(— 1)’ ya 1) 2 (+ EN)I—N GEHE +2), 
Selzt man hierin 0° für o, so ergiebt sich 
7 +1 +1 +1 ,—1N] 
I 1—g')1—yo) (1—g 07), 
= I(—1)’geH DL(--0”° (1 geH9e, 
Multiplieirt man beide Formeln mit einander, und bemerkt, dafs sowohl die 
= und 0°--0”° gleich —1 ist, so findet man 
45. J1 14‘ ag — I(—1): gi H)S(— 1jigten+D 
(14 


Summe als das Product von 0--0 


‘JR 2-1 y iin at: gutseH1642) u |2(—1)' gt6+D62+2)| A 























EEE A 
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oder die zur Classe (1, 5) gehörige Gleichung, 


46. ITi— —g' Hd ger 5)| — (1) gen 15K2-Li+5%) 


— —1)' +kgn z(52+1)+- MARR =(— 1) 24 k Ay: Iu5r- 1)-} 15h ! 1)(5k-+2) 


— 5 


— ı(—i )' Hk ge +15. +2) +51 )(5K4 2) 


In der ersten der drei Summen rechts vom Gleichheitszeichen sind die Ex- 
ponenten von y durch 5 theilbar, in den beiden andern lassen dieselben, durch 
5 dividirt, respective die Reste 1 und 2. Wenn man daher auch die Doppel- 
summe links vom Gleichheitszeichen in drei andere theilt, je nachdem die Ex- 
ponenten von 4 oder, was dasselbe ist, die Werthe von 42(32--1), durch 5 
dividirt, die Reste O0, 1, 2 lassen, so zerfällt die Gleichung (46.) in drei 
Gleichungen, von denen jede zwischen Doppelsummen Statt hat, in denen 
die Exponenten von g, durch 5 dividirt, dieselben Reste lassen. Je nachdem 
die Werthe 52 und 





(52--2); — (52-1); 52-1 und 52-1-2 annimmt, erhält 
die Zahl 42(3%-1) die ihren drei Resten 0, 1, 2 entsprechenden Formen, 
32(152--1) und 3(35-+-1)(5:-4-2); 3:82 -41)--1; 
32.(152+9)-+2 und 3(324-2)(5 ID)L2 

Es werden daher die sich je nach diesen drei Fällen aus (46.) ergebenden 
Gleichungen, wenn man im zweiten und dritten Falle respective mit y und g 
dividirt, und hierauf überall 4 für y° setzt, die nachstehenden. Die den Dop- 
pelsummen gleichen unendlichen Producte, welche ich beigefügt habe, ergeben 
sich leicht aus dem Fundamentaltheorem. 





XI. 

1. IT\1— gt) 2,(1— gr) 1— HAN 

ulm ae Sie BEN rigen +5k2?-+743k) 
2. BRGFREDEON A 

2000 >(—1) rk Igease® +3k?-t7- +D 1 u (32+1)(52 +2)- RR zumane >(—1)' } ger H5k?+irk) 

— / 

B, Ir gr Y(1— gr) l— get ie 

a BAR 2 +3K2+72+k) __ guaerat 57+1)+3X? HA)| BERN >(—1)' Hk g’ 1(52?24+5k? +3: u 


Die erste dieser Formeln ist dieselbe, wie die oben in der Formelntabelle auf- 


gestellte, welche dort durch eine ganz verschiedne Methode gefunden worden ist. 
Die Formel XH. (1.) ergab sich im Vorhergehenden aus (46.) durch 
die Bemerkung, dafs, wenn man dem 2 den Werth — (52-11) giebt. die 
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Deckigen Zahlen 42(32--1) die Form %2(32-+1)-+-1 erhalten. Dies giebt 
den Satz: 
Wenn man von den Seckigen Zahlen, welche durch 5 dividirt 1 übrig 
lassen, 1 abzieht, so geht der Rest nicht blofs durch 5, sondern auch 
durch 25 auf, und man erhält nach Division mit 25 wieder Seckige Zahlen. 
Werden die unter der Form 4(32°— 2) enthaltenen Zahlen in 2 Classen ge- 
Iheilt, je nachdem 2 positive oder negative Werthe annimmt (von denen die 
erste Classe die eigentlichen SJeckigen Zahlen umfalst, deren Name aber, wie 


im Vorhergehenden, auch auf die andere Classe ausgedehnt zu werden pflegt): 





so kann man den vorstehenden Satz näher so bestimmen, dafs, wenn man 
von jeder von beiden Classen 5eckiger Zahlen diejenigen nimmt, welche 
durch 5 dividirt I übrig lassen, von denselben 1 abzieht und den Best 
durch 25 dividirt, die sämmtlichen Seckigen Zahlen der andern Classe 
erhalten werden. 

Der vorstehende Satz ist dem oben für die 3eckigen Zahlen bemerkien 
analog. In beiden Fällen werden diejenigen 3- und Seckigen Zahlen betrachtet. 
welche um 1 vermindert respective durch 3 und 5 aufgehn; zieht man von 
ihnen 1 ab, so lassen sich die Reste respective durch 3° und 5° theilen. Es 
werden ferner nach geschehner Division respective die sämmtlichen 3- und 
5eckigen Zahlen erhalten. Wenn man das umgekehrte Verfahren anwendet, und 


aus 3- und Seckigen Zahlen durch Multiplication mit 9 und 25 und Addition 





der Einheit immer andere 3- und Deckige Zahlen ableitet, so erhält man den Salz. 
dafs, wenn A eine beliebige 3- oder Seckige Zahl st, auch 4(9—1)--9" A, 
1,29 —1)--25”A respective 3- und Seckige Zahlen werden, von denen 
die leiztern zu derselben oder einer andern Classe wie A gehüren, je 
nachdem n gerade oder ungerade ist. 


Der Satz. dafs die 3- und deckigen Zahlen von der Form 3:--1. 





52--1 immer auch die Form 3°2 +1, 5°2--1 haben, läfst sich durch folgende 
trachtungen auf alle vieleckigen Zi { :hnen. 
Betrachtung [ alle vieleckigen Zahlen ausdehnen 
Es sei M eine meckige Zahl, welche durch >»r dividirt: den Rest 1 läfst. 
Ist M die nte meckige Zahl 
ae \/, ‘ E J | 
M—= Inım—?)n—1)-+-2, 
so wird 
M—1 = I(n—1])(m—?)n--2) 
— m-In(n—1)— (n—1)". 





Aus dieser Formel folgt, dafs, weil M—1 durch n theilbar ist, auch (a —1)' 
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u it 


durch »n theilbar sein mufs. Es sei 

m —= ab, 
wo a” das gröfste Quadrat bedeutet, durch welches »n theilbar ist, und also 5 
durch keine Quadratzahl theilbar sein darf. Es mufs dann (n—1)', welches 
durch «5 = m theilbar ist, auch durch @b’ — mb und daher n— 1 durch ab 
theilbar sein. Es werden daher nur diejenigen meckigen Zahlen durch 


m — ab dividirt den Rest 1 lassen, deren Seite (n), durch ab —-— divi- 
dirt, den Rest 1 läfst. Es sei 
n—1 = abc, 
so wird 
M—1 —= In aWc— abe — ab’c'in.a—c. 


Es sei zuerst an ungerade, so werden « und db ungerade, und wegen n —I1 
— abc, von den beiden Zahlen » und e immer die eine gerade. Es wird 
also e(Ana—.c) eine ganze Zahl, und daher M—1 durch «°b° theilbar. Es 
sei zweitens m das Doppelte einer ungeraden Zahl, so wird a ungerade 
und 5 ebenfalls das Doppelte einer ungeraden Zahl; es wird daher auch 
ungerade, und e(4na—c) für ein ungerades ce nicht mehr eine ganze Zahl 
werden. In diesem Falle wird also M—1 nur durch 4«°5° theilbar. Wenn 
drittens m das Vier- oder Achtfache einer ungeraden Zahl ist, wird « 
das Doppelte einer ungeraden Zahl; es wird daher sowohl n als 4a ungerade, 
und e(4na—c) für jedes e nicht blofs eine ganze Zahl, sondern auch immer 
gerade, und also M—1 durch 2«°b* theilbar. Wenn viertens m durch 16 
theilbar ist, so wird a durch 4 theilbar, e/!ina— ce! eine ganze Zahl, und 
M—1 durch «a°b’ theilbar. Man erhält daher, wenn man Q für «’b’ setzt, den 
Satz: Wenn M eine meckige Zahl ist, welche durch m dividirt den Rest 1 
läfst, und Q das kleinste durch m theilbare Quadrat bedeutet, so wird 
M—1, wenn m das Doppelte einer ungeraden Zahl ist, durch 40, in 
allen andern Fällen durch O, und wenn m das Vier- oder Achtfache 
einer ungeraden Zahl :tst, immer auch durch 20 theilbar. Wenn a1. 
hat man d)= m, Q= m’, und daher den Satz: 
Wenn mn eine durch kein Quadrat theilbare ungerade Zahl ist, und M eine 
meckige Zahl, welche durch »» dividirt den Rest 1 läfst, so wird M--1 
auch durch zn’ theilbar sein. 
Die für M und M—1 angegebnen Werthe zeigen, dafs immer gleich- 
zeiig 2M durch rn und 2(M—1) durch »—1 Iheilbar ist. Wenn also M 
Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XXXVI. Heft 3. 30 


% 
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nicht blofs die zweite Meckige, sondern noch aufserdem eine vieleckige Zahl 
ist, so haben die beiden Zahlen 2M und 2(M—1) aufser den Factoren 2 und I 
noch andere Factoren, welche nur um 1 verschieden sind. Diese Eigenschaft 
kann als Definition einer vieleckigen Zahl gebraucht werden. Man beweist 
nämlich sehr leicht den umgekehrten Satz: 
Jede Zahl HM ist so oft eine vieleckige Zahl, als 2M einen Factor hat, 
welcher von einem Factor der Zahl 2(M—1) nur um 1 verschieden ist; 
wenn von den beiden um 1 verschiednen Facetoren der Zahlen 2M und 
2(M—1) der Factor von 241 der gröfsere ist, so ist M eine ergentliche 
vieleckige Zahl und dieser Factor ihre Seite, und wenn man 
m. EN. Per! 
hat, so wird 9’ —f’--2 die der Seite f entsprechende Eckenzahl von M. 
Mit der Aula. zu bestimmen, wie oft und auf welche Art eine 
gegebene Zahl eine vieleckige sein kann, schlieist das grolse Werk des 
Diophantus; doch ist ihre Lösung in den auf uns gekommnen Handschriften 
abgebrochen, vielleicht vom Verfasser selbst unvollendet gelassen. 


il. z= einer primitiven 8ten oder 16ten Wurzel der Einheit. 


Bezeichnet 9 eine primitive 16le, = e° eine primilive Ste Wurzel 
der Einheit, so wollen wir a in den Gleichungen 


TA-AALDAL TI = Sr, 
(> gi | RW. | +2 __ _  .(6?+7) „241 
(z- YITA—yY)ı--g* dreh Er, 
in der ersten nach Saaaite 30, 2 —0, in der zweiten nach einander 


2 = 0, 3 == o° setzen, und die beiden jedesmal erhaltnen Formeln mit einander 
multiplieiren. 

Man kann den rechts vom Gleichheitszeichen befindlichen Reihen die fol- 
sende Form geben: 


7 Zusi— Fa g* HH4D (it HD 1 N gEHD? (gt? -Ci42)) 
r. Sy —=rg"s’4+3g HT) Ce = )» 
’ 1/72 lz o2QU- N} en ” 1.22 I 2 Ai+1 } —_ 2i+1) 27(44 1) ( S-+1 “ (Sz+1) 
| r. =g" 5 _ 4 (’ (2 +23 ( Ya -g DA 2” ) 


1. gerne +1) (St 3 1 84 IN 


J 


Die beiden Summen rechts vom zweiten Gleichheitszeichen in der Formel (48.) 





werden aus der Summe X’g’“+92”*' erhalten, wenn man dem Index 2 respeclive 
die Formen 4? und — (45-1), 44-1 und — (4:--2) giebt. 














“eG 
3 
Ds 
E7 

= 

7 
Br 
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Da 
u ee 1. \z 4 |. , BEE. Zu: DD > | Sr EBENE | —1_ » 
0 =0 = :(— )» 0 u 0 = 0 u) zu 0). 0 ro = 0-70 = =yR, 
en | 2 2 ia I „1 / \ 
+ lee = lH), 


so folgt aus (47.) nr s— 0 u aus (48.) für 2==0o, wenn man letztere 
Gleichung mit g--0”' dividirt, 


49. I a — ” (1 -- ya 6) ( | L Ti Hg! N No y 


/} 


—: z(—1g“ LY2Z(—1)gt» 





7 vo \ ” „> otriLo-CHl) | 
50. MEERE N SEE | — 43 en ga+d 
u IN 


=: ger ) HR) Fr) ge Het, 
Seizt man in diesen Gleichungen 0° für o und also —o für o, so ändert sich 
in den Ausdrücken rechts blofs das Zeichen von y2. Man erhält daher durch 
Multiplication je zweier durch diese Änderung aus einander abgeleiteten Formeln. 


1. TA-ryALgH) 


een DI Cs D7 en 2 
— 2 ‚2 HA ge®+KR) de — 2y Z(— u Hk2)-+S(7+k) 


52. IT 1—g" Ag u) 


/) 

(x 27(42-+1)12 )x< ar +1 5 / \ Y+1)(Ar+1 1x7 \. „Qz+ DA +n!? 
mn &(-1)' ee | — Fr I, I(—1 Vige: )(#24 ig 1)(4 )| 
— 3(—1) + BA )+2(2+K) __ — 1’ Z(— iR air a HR?) +ÖlCHR)__ — 24 2(— —1)' + k g“ !+A) +27 +0 
Die beiden unendlichen Producte kann man jedes in zwei ellöiptische unend- 
liche Producte zerfällen, und erhält auf diese Weise für die vorstehenden Aus- 
drücke noch andere Darstellungen durch Doppelsummen. Man hat nämlich 
53. IT 1— y“ +2 ar th IT .o; (dmg ni. I 1— rl — u 

PN. ; 229% Be < 8:2 >, (4 1)? 
A 1 = IE — 22) F—1)g® 
ua — ZIG _IGE —1)' ge +4kK?)-+16k 
r I/- +2 7/4] Ara / Ti +1 +2\l 77 4i+2 Si+8 
54. IA AN) = re IT AEH)g 
BE ge? 2(i+) __. | x ,‚(4i+1 AR H 
— I(—1)g .Z(—1)'g“ 1) — yie a yHrdı) I(— 1)'g“ 


Ds Di au — 292 E(— arme: 


\ 


Wenn man die Formeln (51.) und (53.) mit einander vergleicht, und die 
Reihen, in denen die Exponenten von g die Form 82 und in denen sie die 
Form 82 --2 haben, besonders gleich setzt; ferner in den so erhaltenen Gleichun- 
gen g für g° setzt, nachdem man die zweite derselben zuvor mit g° dividirt hat. 

30 * 
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so kommt man auf die bereits früher gefundnen Gleichungen A. (1) und A. (4) 


der Formelntabelle. 


Ebenso zerfällt die durch Vergleichung von (52.) und (54.) erhaltene 
Gleichung in zwei Gleichungen, wenn man die Reihen, in denen die Expo- 
nenten von g gerade und in denen sie ungerade sind, besonders einander gleich 
setzt. Wenn man die zweite dieser Gleichungen durch g dividirt, und hierauf 
y für g° seizt, so ergiebt sich die Formel A. (6). Wenn man dagegen in der 
ersten von diesen Gleichungen y für —g° setzt, so erhält man eine neue Formel, 


>> alle K2)t+itk | REITER PN ET, 


>>. 


Man wird aber ‚weiter unten sehen, dafs diese Gleichung in einer allgemeine- 
ren enthalten ist, welche unmittelbar aus der Fundamentalformel fliefst. 


IV. z= einer primiliven 24ten Wurzel der Einheit. 


Setzt man in (21.) unter den Zeichen X für 2 nach einander 22 und 


— (2?-1-1), so erhält man 


56. +7 A - ALM = 
u. a7, 37 +1) /„biH+1 | — (67-1) I <r 1(37--1)(37+2 67+3 
= 20° (3 +3 8 )F=ZY 2+1)82+2) „6L 


. ST, PURHN) folRi+l_ | 5-11 +D)\ _|| S,,Bi+1)(62+3) 12745 |] »—(12i+5) 
=q (3 ° )r=4 Va” r2 ) 


Eases | | 





Bi ge 1)(67+-1) (zii +3 | »—-(127+3)\ 
nu nv J° 


N  — 
I ı 


” 


Es bedeute jetzt go eine primitive 24ste Wurzel der Einheit, welche in der 
vorstehenden Gleichung für x gesetzt werden soll. Da 





el, rent, Frei, rer, 
Fre leere Ne te D=ere)W3—D; 
Hetero te! -eTH=LE Fe NR: 
so folgt aus (56.) für se und nach Division mit e--0, 
57. ZTA- at dito”) 
nr > DI (2—y3) EINE L (3-1) EN gE HDD, 
Setzt man oe’ für o, so geht y3 und e* in —y3 und — oe” über. Man er- 
hält daher aus (57.) eine zweite Formel, wenn man darin gleichzeitig 0° und 
y3 in —e’ und —y3 verwandelt. Durch Multiplication beider Formeln er- 





ojebt sich, da 
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1—-e’2z)1—-o"r = 





Ei 
R. 
es; 
u 
x 
Be: 
Be 
Be 
RE 
Ba 


die. folgende, 

a EHE 

unit, +? 

„3 < \z 326241) _} _ 2/3) SE /__I N 783412 (6i+3) _| Be) 7 Zu 374-1 )(62-+1) 

rn =D 1 | © Ya) 1) g“ ze. 4 Sri, I) 1,4 
1S/__4N2,pP6E +1) | I. 2/2) S/_4N1 8:41:43) | 7 2\ ST/__4N,,„BHNDE-+1) 
=-1'q -@+yY39)-1D'g r(-1-3)2(-1)'4 Ä 

Anderseits folgt aus (56.), wenn man für x eine imaginäre Cubikwurzel der 

Einheit und dann g° für 4 setzt, 


, 1— gt?) (1 + 4N+6) 
be 1 1+ gi 


32(37-+3 (37 +1)(37-+2) 





= 2g '— 24 


ad zer in ZgEE t 2) 
Multiplieirt man diese Gleichung mit 
A+1\2/ 23+2\) __ y ‚vw TE | AN 9? "/ _..,(37-+1)° 
IA TA- = LSV F-N-2ErN,, 
so erhält man das unendliche Producte (58.) noch auf eine andere Art als 
Product zweier Reihen ausgedrückt, 


59 nlzrtH vr) 





— |T,PRBHD) __9 TS, RHNG+Y)) I S/__AIN 77 \z ,„(3?+1) | 
— 7 2 ZI FL NIT 2 FT. 


7 ) 


Wenn man in (58.) und (59.) die angedeutete Multiplication ausführt, indem 
man das Product zweier Summen immer durch eine Doppelsumme ersetzt, so 
giebt die Vergleichung dieser beiden Formeln eine Gleichung zwischen zehn 
Doppelsummen. Diese Gleichung zerfällt in drei einfachere, wenn man die Dop- 
pelsummen besonders einander gleich setzt, in welchen die Exponenten von 4 
respective die Formen 32, 32--1 und 32--2 haben. Wenn man in diesen 
Gleichungen —g für g’ setzt, nachdem man respective die zweite und drilte 
Gleichung durch g und g° dividirt hat, so kommt die dritte auf die Gleichung A. (1) 
zurück, und es werden die beiden andern Gleichungen , 


> S ,65(@?-+k?)+143k | 6(2?+k2)+524+3k4+1 __ Sr, 3@?+k?)+2+?%k 
60. —4( j | =q . — 4 
61 En EA 4 > in -1- zug +H5(2+%k)-+2 


DER zz reH_ ge 


— 


Je nachdem die Zahl 2 gerade = 2? oder ungerade —= — (2?--1) ist, ver- 
wandelt sich 4(3#°-+2) in 6°°--2 oder in (22--1)(32--1) = 65:1. 
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Hieraus folgt, dafs man in (60.) die beiden Doppelsummen links vom Gleich- 
heitszeichen in die eine 


60*. Zg“ 322-+ 2) +6k?+3Kk___ >, 3(22-+%2)-+7+2% 


— q 
„usammenziehen kann. Zufolge A. (7.) werden in (61.) die zweiten Doppel- 


summen auf den beiden Seiten des Gleichheilszeichens einander gleich. Die 
Gleichung (61.) wird dadurch auf die folgende reducirt, 


62. zug ie 7 BERBR 7 


Wir werden im Folgenden sehen, dafs auch die Gleichungen (60*.) und (62.) 
in allgemeineren Formeln enthalten ist. 


Allgemeinere zur Ulasse (1, 1) gehörige Gleichungen zwischen 
Doppelsummen. 


Ich will jetzt zeigen, wie man unmittelbar aus den Fundamentalformeln 
(drei allgemeine Gleichungen zwischen Doppelsummen ableiten kann, in welchen 
die Grölsen q und z, welche sie enthalten, beide beliebig bleiben. Diese zur 
Classe (1. 1) gehörigen Gleichungen werden die Formeln A. (1) — (7) der 
Formelntabelle, so wie die im Vorhergehenden gefundenen Gleichungen (55.), 
(60*.) und (62.) als besondere Fälle umfassen. Eine dieser Formeln kommt 
mit derjenigen, welche ich in der Anmerkung zur Formelntabelle mitgetheilt 
habe, überein, wenn man für y und x beliebige Potenzen von g setzt, was 
dasselbe ist, als wenn diese Gröfsen ihre völlige Allgemeinheit beibehalten. 

Man erhält zwei von diesen allgemeinen Gleichungen, wenn man die 
beiden Formeln 


Aa — 


7 14 ET ee 1 -| f a z\(1 1 abe PR, | DIPSEBREE, - iz 


A‘ /) R 
1 (4 gg‘; N >) (1 gg 1 z) (1 gr zN Ale >(—1)' gr, 


ferner die beiden Formeln 
A+2\/- At1ly2\/ 
Ag )A+g HE) 


\ 


1 
Fa —1 | 3+2\/4 _| „ir? o? | it) —_ Tot 
+) II I-N)AHS)AIH+NN g 


mit einander multiplieirt. Man kann nämlich jedes der beiden unendlichen 
Producte, welche man nach geschehener Multiplication erhält, noch auf eine 
andere Art in zwei elliplische unendliche Producte zerfällen, von denen nur 
das eine die Gröfse x enthält, und erhält hiedurch die beiden allgemeinen 
Formeln: 
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Dj 






63. IT\1—g" ger) II 1— rl 1—g* =\ z’)(1 — tg?) 
— SIR gu En rgiin 
\ / Pr 
64. TA N)A- FH .z@ +) TA) A-H HR) 
AR zg:® +7)+2k? +ko? 27-+1 u =g" FUUFEREFFETERG 


Da Zr —2 rg", so wird die erste Doppelsumme in (64.) 


1? HA? +74 K) g2ıH1 


g a 
vertauscht man in diesem Ausdruck die Indices 2 und %, und setzt hieraul 
wieder 2°" + für I +D, so erhält man 


2A 
um 


Zzg:“ +2) +2k?+k gr 1 5 ,2?-+k2+7 „2i+2k-+1 


oder, wenn man mit & dividirt und dann z& für 2° setzt, 


64*. ze ror2k4 Kot —— > 17) 2k2 1 k ok x 2? N az k 


Die beiden Formeln (63.) und (64*.) umfassen sämmtliche Formeln 

A.(1) — () und die im Vorigen gefundne Formel (60*.). Setzt man nämlich 
in (63.) für y und & nach einander 

VE Eu Pan Er vr} 

so erhält man die Formeln A. (2)*). (4). (5). Setzt man ferner in (64*.) 

—g' für x und für g nach einander g°, 4%, q’, so erhält man die Formeln 

A. (3), (6), (9; selzt man in derselben Formel y”' für z und g° für 4, so 

erhält man A. (1); endlich, wenn man g”' für & und g° für g setzt, die For- 

“mel (60*.). Die Formel (63.) verwandelt sich in die oben S. 84 im ersten Hefte 

dieses Bandes gegebne, wenn man für y und & beliebige Potenzen von y setzt. 


Eine dritte allgemeine Formel kann man auf folgende Art aus der 
Fundamentalformel ableiten. 


Man setze in der Formel 
IA) Ay 2) Te Ze) Pan >77; ’gt 
für q nach einander die Werthe gy-ı und —gy-ı, und multiplicire die beiden 
hiedurch erhaltenen Gleichungen. Da 
en — IT1—g")II1—g***), 


=(y -1) bed Ey zit Y-1 > ua gi 








*) In dieser Formel ist in der zweiten Doppelsumme für 3ti+kk zu lesen 3ii+3Kkh 
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so findet man auf diese Weise, 


71 (1 ge Aa) IT 1—g"'*)(1 +"? 22)(1 Ra?) 
REN, ET a am PIE BE et 


oder, wenn man wieder für jedes Produet zweier Reihen eine Doppelsumme 


und zugleich 4, & für g’, 2° setzt, 


Je | 27-H1\2/- 27+2\274 |] +1 4 | +1 .-lN\! 

6». IIi1--g" (1—g" > Ai-+g" z)(1--g 2 ı 
7? +k? 2 __  S,272 +22 „i+k | 57,267? +kK)+2Ci+k)+1 »i+k+1 
—d ’ nQ —— 4 eo n-4 3 . 


Selzt man in dieser allgemeinen Formel wieder y° für 4 und giebt der Gröfse x 
den Werth y”', setzt man ferner rechts vom Gleichheitszeichen —2 und —%k 
für © und %, so erhält man die obige Formel (55.). Setzt man dagegen in der 
zweiten Doppelsumme rechts —2—1 und —k—1 für 2 und k, wodurch sich 


k+-1 Hk 


gt jn s7@'/#D ändert, und hierauf y° und g für q und z, so erhält man die 
obige Formel (62.). Diese parliculären Formeln (55.) und (62.) waren dadurch 
vefunden worden, dafs in den Fundamentalformeln für & primitive 16te und 
24te Wurzeln der Einheit gesetzt wurden, während im Vorhergehenden die 
allgemeine Formel (65.) aus denselben Fundamentalformeln dadurch abgeleitet 
worden ist, dals man für 4 die Grölse gy-ı setzte, welche Methoden wesent- 


lich von einander verschieden sind. 


Neue Gleichungen zwischen Doppelsummen, welche aus den der 
Transformation der ten und Tten Ordnung angehörenden 
Modulgleichungen hervorgehen. 


Zu den zahlreichen in den vorhergehenden Untersuchungen aus einer und 





derselben Fundamentalformel abgeleiteten Gleichungen zwischen Doppelsummen 
will ich noch einige hinzufügen, welche aus einer andern Quelle fliefsen, näm- 
lich aus den Modulgleichungen oder den algebraischen Gleichungen zwischen 
den Moduln zweier elliplischen Integrale, welche in einander transformirt werden 
können. Unter den unendlich vielen Gleichungen dieser Art können jedoch nur 
die auf die Transformation der Sten und der Tten Ordnung bezüglichen zu dem 





vorliegenden Zweck angewendet werden. Diese nehmen ihre einfachste Form an, 
wenn man die erstere zwischen den Quadratwurzeln und die letztere zwischen 
den Biquadratwurzeln der Moduln und ihrer Complemente aufstellt. Es wird 
nämlich die erstere eine Zöneäre Gleichung zwischen dem Product der Quadrat- 
wurzeln des gegebnen und transformirten Moduls und dem Product der Qua- 


dratwurzeln ihrer Complemente; die lelztere eine lneäre Gleichung zwischen 











’ u: 
>s rer KR 
Bm 0 
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dem Product der Biquadratwurzeln des gegebnen und transformirten Moduls 
und dem Product der Biquadratwurzeln ihrer Complemente. Ich habe in den Fun- 
damentis S. 154 die Quadratwurzel des Moduls und seines Complements durch 
gebrochne Functionen von y ausgedrückt, welche denselben Nenner haben, und 
oben S. 76 und 77 im 1sten Heft dieses Bandes dasselbe in Bezug auf ihre Biquadrat- 
wurzel gethan, und zwar auf vzer verschiedene Arten. Setzt man in diesen Aus- 
drücken g” für 4, so verwandeln sie sich nach der von mir aufgestellten Theorie 
der Transformation der elliptischen Funclionen respective in die Ausdrücke der 
Quadrat- und Biquadratwurzel des durch eine Transformation der nten Ordnung 
transformirten Moduls und seines Complements. Wenn man daher in dem Aus- 
drucke der Quadralwurzel des Moduls und seines Complements y’ für y und in 
den Ausdrücken ihrer Biquadratwurzel y’ für y setzt, so wird man alle in die 
beiden Modulgleichungen eingehenden Gröfsen durch 4 ausgedrückt haben. und 
zwar werden die beiden Producte. zwischen denen eine lineäre Gleichung 


ge- 
geben ist, durch Brüche ausgedrückt werden, welche denselben Nenner haben. 
Die beiden Zähler derselben und ihr gemeinschaftlicher Nenner werden Doppel- 
summen von der hier betrachteten Art, und es wird daher durch Multipli- 
cation mit dem gemeinschaftlichen Nenner jedesmal eine Gleichung zwischen 
diesen drei Doppelsummen erhalten. In mehreren dieser Gleichungen trifft es 
sich jedoch, dafs die allgemeinen Glieder zweier von diesen Doppelsummen nur 
im Vorzeichen verschieden sind, und sich daher in eines zusammenziehen las- 
sen. In diesen Fällen erhält man aus den beiden Modulgleichungen Gleichungen 
zwischen nur zwei Doppelsummen, doch wird in der einen das allgemeine Gesetz 
der Vorzeichen einen complieirteren Ausdruck haben. Die Modulgleichung, die 
sich auf die Transformation Ster Ordnung bezieht, führt zu einer zur Classe C. 
oder (3,3) gehörenden Formel. Die auf die Transformation Tier Ordnung be- 
zügliche Modulgleichung führt durch Combination der verschiednen Ausdrücke. 
die ich oben für die Biquadratwurzel des Moduls und seines Complementes ge- 
seben habe, zu 16 Formeln, die sich aber, wenn man diejenigen ausschlielst. 
die in den übrigen enthalten sind, auf 7 zurückführen lassen, von denen 3 der 
Classe (7. 7), 2 der Classe (7, 14) und 2 der Classe (21, 42) angehören. 


. ©:=3, 
Wenn man durch eine Transformalion 3ter Ordnung oder durch eine Sub- 


stitulion von der Form 
asing -+bsingp’ 


l-+esing‘ 





sin ıı — 


Crelle’s Journal f. d.M. Bd. \XXVIL. Heft, 
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/- dp f dıy 
y(i—k’sing?)?’ y(l— 4” sin w°) 


die Integrale 








in einander transformiren kann, so findet zwischen den beiden Moduln % und 4 
und ihren Complementen A = y(1—A), 4 = y(1—) die einfache Gleichung 
VRR) YCkR) — 1 
Stalt, welche zuerst von Zegendre in seinem „‚Traite des Fonclions Elliptiques ” 
aufgestellt worden ist. Substituirt man in den in den Fundamentis gegebnen 

Ausdrücken von yk und yX', 


» _ 2lvgtYg’+vVg”+..) 








4 u 
2ygagt tr 











> 7 Traet3etBeH+,, SE 
Mom 1— 24 +24’ —2y’-+.. Ir Iz(—1)i gi 
Andre I+24+2g4'+2q°’-+.. wu PIITe i 
lür 4 die Grölse g’, so erhält man 
, —_ Wer » _ ZN 
} I , a Dei > 2 y } I VE 2 . 


\Wenn man diese Ausdrücke in die Modulgleichung substituirt, so ergiebt sich 
die folgende Formel, welcher ich das den Doppelsummen gleiche unendliche 
Product in seiner Normalform beigefügt habe, 


XIl. 
4 y TI 1 - . A (1 . AAN) A a 
u / \i+kl „Er+3K? __ A S „AR? +12k? +E+6K+1 
= 1 (HR = 42 a 


Diese Formel gehört der Classe (3, 3) oder C. an, und kann den oben gegebnen 
Formeln dieser Glasse hinzugefügt werden. 

Die in XII. links vom Gleichheitszeichen befindliche Doppelsumme besitzt 
die Eigenschaft, dafs wenn von ihr blofs diejenigen Glieder, deren Exponent 
durch 3 aufgeht, genommen werden, für welche 2 die Form 3? annimmt, und in 
denselben 4 für g° gesetzt wird, man auf die ursprüngliche Doppelsumme wieder 
zurückkommt. Dieselbe Eigenschaft lälst sich auch von der hinter dem letzten 
Gleichheitszeichen befindlichen leicht erweisen. Um nämlich alle Glieder, deren 


Exponent durch 3 theilbar ist, zu erhalten, hat man in derselben unter denı 
Zeichen I nur —(32--1) für 2 zu seizen, wodurch sich 42° --22--1 in 


127° -- 152--3 verwandelt; setzt man hierauf y für g° und vertauscht die In- 
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dices © und k, so kommt man auf den ursprünglichen Ausdruck zurück. Es 
giebt daher die besondere Vergleichung derjenigen Glieder der Gleichung XHI.. 
deren Exponent durch 3 theilbar ist, wieder dieselbe Gleichung XIM.. nur dafs 
in ihr g' für y steht. 


Will man in XII. die Glieder der Doppelsummen besonders mit einander 
vergleichen, deren Exponent, durch 3 dividirt, den Rest 1 läfst, so hat 
man in der Doppelsumme links +(32--1) für 2 zu setzen, in der Doppel- 
summe rechts dagegen mufs man dem Index 2 die Formen 32 und 32-:-1 geben. 
Wenn man dann noch mit 24 dividirt und g für g’ setzt, ferner auf beiden 
Seiten die Indices 2 und 4 vertauscht, so erhält man 


z(1-+(—1) EN nn BETEN A PS ee 


Die beiden Doppelsummen rechts kann man in eine zusammenziehen. Da wur 
12%°+10k--2 = (2k--1)(6%-+-2), so sind 12% --2% und 12%°--10%- 

die beiden Formen, welche die Zahl %(3%--1) annimmt, je nachdem k Wh 
—?2%k oder ungerade = — (2k--1) wird. Man kann daher stait der vor- 
stehenden Gleichung einfacher die folgende selzen, bei welcher ich zugleich 
das den Doppelsummen gleiche unendliche Product in seiner Normalform bei- 


sefügt habe: 
5 io) 
ad ty? + vH LH 1 —gPH 221 4 Ha 144 t - —4 4874 | | —" 


| J 


— =(1-- (1) ger or Ph rurk 


Wie diese Gleichung aus der Gleichung XIM. folgt, so wird sich auch umge- 
kehrt aus ihr die Gleichung XIII. ergeben. Wenn nämlich „<<1 und f{y) eine 
Function, welche für ==0 verschwindet, und durch f(g) eine andere Func- 
tion g(g) mittelst der Gleichung 


N) = fE)+g4rg) 


definirt wird. so wird umgekehrt „(y) aus f{g) durch die unendliche Reihe 


INTEL FEN TH") Hr ele. = fig) 


bestimmt. Bezeichnet man eine der beiden Doppelsummen in XII. mit f(g). 
so wird die auf derselben Seite des Gleichheitszeichens befindliche Doppelsumme 
in der aus XIII. abgeleiteten Gleichung 4 (9); und da immer auch f(g) durch 
(4) bestimmt ist, so folgt, dafs wenn die beiden Doppelsummen der letzteren 
Gleichung einander gleich sind, auch die beiden Doppelsummen in XII. ein- 
ander gleich sein müssen. 


31* 
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ü. n=1N7 


In dem 12ten Bande des gegenwärtigen Journals S.173 hat Herr Dr. 
@Gützlaff die algebraische Transformation der 7ten Ordnung untersucht, und 
die auf diese Transformation bezügliche Modulgleichung auf die einfache Form 


4 ’ + ; 
VRR) +yki) — 1 


5. „ f ° y; . . 
gebracht. Jede der beiden Gröfsen yk und y%’ habe ich oben durch vier 
verschiedene Brüche ausgedrückt. Es ist nämlich 


f 























| ‘ Br 2.vy2(—I1) +? /py FM PER+D 

«) | vw — 2(— 1) r9 OR :) I) | m (1er) NGR+ ’ 

N 9 / \ .4?+2 f x u tn2i?+? 
.__ Y2:Va&q Pe, 7 
0) Ya = 
66. 

Fe Ai. 1 m —_ ZEN 
Ara pers: 7 ze \° > ek (Ag? 

] . l; R_ v2.vg&p H2 4 1% En (N 

ER Au ieanee: -= wur Eu 


wo die neben einander gestellten Brüche denselben Nenner haben. 

Wenn man in diesen Ausdrücken für 4 die Gröfse g’ setzt, so erhält 
man 4 verschiedne Brüche für jede der beiden Gröfsen ya und 2’, welche 
wieder respective dieselben Nenner haben. Man substituire jetzt beliebige die- 
ser Ausdrücke von 'k, Ve, N ya’ für diese Gröfsen in die Modulgleichung, 
indem mun jedoch für y k und /k' und eben so für 7 und ya’ gleich- 
zeilig üönmer nur diejenigen Brüche setzt, welche denselben Nenner haben. 
Es werden dann jedesmal auch die Ausdrücke von y(ka) und V(k'#) einen 
semeinschaftlichen Nenner haben, und es wird sich durch Multiplication mit 
demselben jedesmal eine Gleichung zwischen drei Doppelsummen ergeben. 

Bezeichnet man die aus den Formeln «), 6), ce), d) durch Verwandlung 
von q in g° hervorgehenden Formeln respective mit «), 9), y), 0), so erge- 
ben sich auf die angegebne Art aus der einen Modulgleichung 16 Gleichun- 
ven zwischen Doppelsummen, welche dadurch erhalten werden, dafs man jede 
der Formeln a), db), ec), d) mit jeder der Formeln «), £), 7), 9) combinirt. 
Diese Gleichungen werden zu Classen gehören, von denen in den vorhergehen- 
den Untersuchungen noch kein Beispiel gefunden war. Es geben nämlich die 


CGombinationen 
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aa, bP, cy, dd Gleichungen der Classe (7, 7); 


aß; ay, 23’ die 
ya 7 Ze SE (21, 42); 
by, bo, 2 a: 
Be (7, 14). 


Diese Gleichungen lassen sich jedoch, wenn man nur die wesentlich verschied- 
nen von ihnen betrachten will, auf eine viel geringere Anzahl zurückführen. 
Es werden nämlich die aus den Combinationen dd; 5bd, dP, dy; ad, da her- 
vorgehenden Gleichungen respeclive aus den durch die Combinationen ey; 
by, c5, ed; ay, ca gefundnen durch blofse Verwandlung von y in —g er- 
halten. Es ergiebt sich ferner bei näherer Untersuchung, dafs die aus den Com- 
binationen dy, aß, «ay entspringenden Gleichungen respective in den durch 
die Combinationen e/, ba, ca gefundnen enthalten sind und aus ihnen dadurch 
abgeleitet werden können, dafs man die Glieder, deren Exponent durch 7 auf- 
geht, besonders mit einander vergleicht. Ich werde daher in dem folgenden 
Tableau nur die 7 aus den Combinationen 


aa, bP, ey; cP, cd; ba, ca 
hervorgehenden Gleichungen zusammenstellen, aus denen die übrigen folgen. 
Die diesen Gleichungen hinzugefügten unendlichen Producte habe ich in einer 
einfachen, nicht in der Normalform dargestellt, da in diesen Fällen das allge- 
meine Glied der Normalform eine sehr grofse Factorenanzahl umfafst. 


XIV. 
L. (7,7. 


1 2 Y II ( l n. yrt%) (1 - gut 8) (1 — +2) . +20) (1 ze y“ vr, ( ug "s4) 


== (1 HRHirh) Br (—1) gyen H21k2-+i4+7k) 


re 2 lm 1)" en +27+14k-+H1 d, 
2 >) q II fe Lg ’)(1-- g“7°) (1 — +8) (14 ., (1 “+ a 1 — 1" | ur; 
LasE . | 1 A (— 1)7+*} " ae 7k er BE TREE 14k+1 b, D 


Aa 
— zZ 1 


—— >(—1 )' rk ge HIHR? __ 22(—1)'** "il +7k+1 
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M. (7, 14). 
I. TA-FA- HAMA) 


_(—1) +14kK2-;-7k 
— 1) HR ge HR 2. 22(—1)' ge 25kK2-+i+14K+1 Nr ne P 


f 
\ 


1 —g" + ” (1 —y* ") \ - g* } r ( | ge 28, | 


/\ 


W 

LI) 
= 

Ma 


En 7 KHK? ++ TR 
PT > / 7 


= FIR IR, a ee Pu, 2 


N. eM,0} 
1. 24 74H IA) 


(11-9 u) (—1)') gas F2IA2++7A) 


t / 


Rn > = I(— — +42? + 2- ı-14k-+1 i } j { f ' k b, u 
2, TA-YA—-gr)A—g"r) 
> \ I 2.092.738 ı-.k 272? +49%kK22.7-14k- 
ya k) ge +21k°4 — 2 2(— 1) yrRRrirk 
>=(—1)" . get Be +21K?+7k) [3 [ “ E2 . [ [2 . . “- ” [3 [2 C, [64 


\Wenn man in den drei Gleichungen L. und der Gleichung M. (2) die 
Glieder besonders vergleicht, deren Exponenten, durch 7 dividirt, respeclive 
die Reste 2. 6, 0, O lassen, so wird man wieder auf ähnliche Gleichungen 
zurückgeführt. Aus dieser Eigenschaft lassen sich, wie die folgenden Betrach- 
tungen zeigen, ähnlich wie in I., besondre Formen schliefsen, welche die durch 
die Doppelsummen ausgedrückten Reihen haben müssen. 

I. Die Zahl 4(32°--2) erhält die Form 72--2 nur für die Werthe 
von ?, welche die Form 72--1 haben. Setzt man 72-1 für 2, so verwandelt 
sich +(32°--2-1- 10) ug +7:--2) und 6° --22--6 in 7 (42° --14:--2), 
und es erhält Be ' den entgegengesetzten Werth. Wenn man daher in 
der Gleichung L. (1) nach Multiplieation mit 9° nur die Glieder beibehält, deren 


Exponent durch 7 theilbar ist, und in denselben 4 für g’ setzt, ferner mit 


nn. tu 


— 4 dividirt und die Indices 2 und A vertauscht, so werden auf beiden Seiten 
der Gleichung wieder die ursprünglichen Doppelsummen erhalten werden. Be- 
zeichnet man daher die auf den beiden Seiten von L. (1) befindlichen Doppel- 


summen mit f(g), so wird 
9) = -4fd)+hl; 
wo f1(g) eine Function von g ist, in ed kein Exponent die Form 1:2 
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hat. Aus dieser Gleichung ergiebt sich umgekehrt f(g) durch f,(g) mittelst der 
Formel, 


(dd) =NM- HN) - PO TPLEg)- 


Das Characteristische dieser Form der Reihe f(g) besteht darin, dafs, wenn 


man den Theil derselben, welcher die Glieder umfafst, deren Exponent durch 
7” dividirt den Rest 4(7”" —1), aber nicht auch durch 7”*"' dividirt den Rest 
ı(7”+1—1) Jäfst,; durch (—1)”" "9 Ag") ausdrückt, die Function fı(g) für 
jedes mn dieselbe bleibt, und die Glieder der Reihe f(g) enthält, deren Expo- 
nent durch 7 dividirt nicht den Rest 2 läfst. 

In der Gleichung L. (1) ist die Doppelsumme hinter dem zweiten Gleich- 
heitszeichen eine ungerade Function von g; man beweist leicht, dafs dies auch mit 
der Doppelsumme vor diesem Gleichheitszeichen der Fall ist, indem der Factor 
EHEN (NH 0 ist, so oft der Exponent 4({3#°-- 21%? -12--7%) 
gerade ist. Weil hier die Function f(g) eine ungerade ist, mufs auch fı(4) 
eine ungerade Function sein. 


2. Man multiplieire die Gleichung L. (2) mit g, und behalte blofs die 
Glieder, deren Exponent durch 7 aufgeht, was dadurch geschieht, dafs man 
— (72-2) für 2 substituirt, wodurch 27°--2-1 sich in 7(14° +72 --1) ver- 
wandelt. Setzt man hierauf 4 für g’ und dividirt mit g, so erhält man nach 
Vertauschung der Indices wieder auf beiden Seiten der Gleichung die ursprüng- 
lichen Doppelsummen. Bezeichnet man daher die Doppelsummen in L. (2) mit 
/(g) und mit f,(g) die Glieder von f(g), in welchen kein Exponent die Form 
“n--6 hat, so wird 

inf. 
Man erhält hieraus für f(g) die Form 
dTV TR) el. = fly). 
Das Characteristische dieser Form besteht darin, dafs wenn man die Glieder von 
4f(g), deren Exponent durch 7”, nicht aber durch 7”*' aufgeht, durch den Aus- 
druck y"fi(y) darstellt, die Function yfı(g) für jedes »n dieselbe bleibt, und 
die Glieder der Reihe gf(g) enthält, deren Exponent nicht durch 7 aufgeht. 

3. Die beiden Doppelsummen in L. (3) gehen in sich selbst über. 
wenn man in den Gliedern, deren Exponent durch 7 theilbar ist, 4 für g’ setzt. 
Hieraus folgt, dafs sie die Form 


N) A) +- fg”) + ete. 
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haben, wo f,(g) eine Reihe bedeutet, in der kein Exponent durch 7 theilbar 
ist. Bezeichnet man daher den Theil derselben, welcher die Glieder umfafst. 
deren Exponent durch 7”, aber nicht durch 7”*' aufgeht, mit f(y’"), so bleibt 
fi(y) für jedes »n dieselbe Function. 

4. Betrachtet man in M. (2) diejenigen Glieder, deren Exponent durch 
7 theilbar ist, setzt in ihnen —g für g’, und kehrt alle Zeichen um, so kommt 
man wieder auf die ursprünglichen Doppelsummen zurück. Bezeichnet man da- 
her diese Doppelsummen mit f{g), und umfafst mit f,(g) die Glieder dersel- 
ben, die einen durch 7 theilbaren Exponenten haben, so mufs die Gleichung 

fQ) = -f-N)+Nhlg 
Statt finden, woraus 
rn = hn-h-N)rhaN)—hl-g)-r ete. 
folgt. Diese Formel zeigt, dafs wenn man in f{g) alle Glieder, deren Expo- 
nenten durch 7”, aber nicht durch 7”** theilbar sind, durch den Ausdruck 
— 1)" fi ((—N”g”) umfafst, fi(g) für jedes »n unverändert bleibt. 

Man kann noch aus andern Darstellungen der Modulgleichung Gleichun- 
gen zwischen Doppelsummen ableiten, welche aber in den im Vorhergehenden 
aufgestellten Formeln enthalten sein werden, weshalb die folgenden Andeutun- 
ven genügen mögen. Die Gröfsen 


1 4 4 
' / ” j F “ A, I 
yk, yk, Yk, y(kKk'), yk 
lassen sich durch Brüche darstellen, welche alle denselben Nenner I‘ haben. 
4 
während die Zähler Reihen ähnlicher Art sind. Für y(AA’) erhält man einen solchen 
4 je 2 + ‘ ! 
Bruch, wenn man den Werth von y% aus (66. ce) mit dem Werthe von yk 
aus (66. d) multiplieirt. Fügt man aus (66.) die mit dem Nenner I" behal- 
teten Ausdrücke der andern 4 Gröfsen hinzu, so erhält man 











fo: (1 .n v2.ygägiti 

_ I k = - Sg? y 2 RE 7 mare 
b4 8 4 | i 
ZEN %: v2. v2 NH 5 __ VE 
ya N, Yan) — a 


Bedeutet 4 irgend einen transformirten Modul, so folgt hieraus, dafs, so of! 


4 b) 
man zwischen den 36 Gröfsen, welche aus der Multiplication von 1, y%A', yk, 


4 4 4 4 a a. ” - 2 
KR, y(Ak’), yk mit 1, yA, yA, yA, y(A4), yA erhalten werden, eine lineäre 
Gleichung hat, sich aus derselben auch eine Gleichung zwischen Doppel- 
summen der hier betrachteten Art ergiebt. Multiplieirt man z. B. die Modul- 
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4 3 4 &_ he , j . 
oleichung y(A’4')--y(kA) =1 mit y(A’4) oder mil y/AA) und substituirt in 
den hieraus entstehenden Gleichungen, 


VA LYckkaa) — ylh'a),  Yih'kaa)-yCcka) = ylka) 
die Formeln (67.), so erhält man nach Multiplication mit dem gemeinschaft- 
lichen Nenner X’ &2y“ Gleichungen zwischen Doppelsummen, die mit den obi- 
gen L. (2). (3) übereinkommen. Ob es aufser den hier gegebnen Beispielen 
noch andere Modulgleichungen giebt, welche als lineäre Gleichungen zwischen 
den angegebnen 35 Gröfsen dargestellt werden können, bezweifle ich. We- 


niestens scheint die zur Transformation Ster Ordnung gehörige Moduleleichung., 
3 u 2 | eat Äta | 
(ka) Iyk—yıl = yh'!) yl—yk|, 


die ich in den „Fund. Theor. F. Ellipt. S. 69” gegeben habe. welche man 
auch auf die beiden folgenden Arten darstellen kann, 


Yk— ya = y(k'ı) |ykka)--Yik'a) 


v9, 
.r ’y1 : y I ar | 3%. 
ya — yYk =] (k 1) w (kb ‚PP (k A), 
auf keine solche Form gebracht werden zu können. 

Ich will jetzt alle zwischen Doppelsummen gefundnen Gleichungen, welche 
in der obigen Formelntabelle und in den Formeln XI— XIV. enthalten sind, in 
einer zweiten Formelntabelle zusammenstellen, dabei aber zugleich durch Sub- 
stitulion einer Potenz von g für g selbst und durch Multiplication mit einer 
Potenz von g die Exponenten auf die Form 


(ea u I M2 
m (at PB) --n(yk--0d) 


bringen, was für jede der in derselben Gleichung enthaltnen Doppelsummen 
durch dieselbe Substitution und Multiplication bewerkstelligt werden kann. Die 
Formen der Exponenten habe ich in Klammern übergeschrieben, wobei gemein- 
schaftliche Faetoren von mm und n fortgelassen sind. Die Gleichungen A. 1 — 6. 
der ersten Formelntabelle und die Formeln (55.), (62.), (64.) habe ich durch 
die allgemeinen Formeln. in denen sie enthalten sind, ersetzt. 


Crelle’s Journal f. d.M. Bd. XXXVI. Heft 3. 
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haben, wo f(y) eine Reihe bedeutet, in der kein Exponent durch 7 theilbar 
ist. Bezeichnet man daher den Theil derselben, welcher die Glieder umfafst. 
deren Exponent durch 7”, aber nicht durch 7”*’ aufgeht, mit fi(y’"), so bleibt 
fi(y) für jedes »n dieselbe Function. 

4. Betrachtet man in M. (2) diejenigen Glieder, deren Exponent durch 
7 theilbar ist, setzt in ihnen —g für g’, und kehrt alle Zeichen um, so kommt 
man wieder auf die ursprünglichen Doppelsummen zurück. Bezeichnet man da- 
her diese Doppelsummen mit f{g), und umfafst mit f,(g) die Glieder dersel- 
ben, die einen durch 7 theilbaren Exponenten haben, so mufs die Gleichung 

DEN as 2 | / 
fg) = -f-e)tNh(kg) 
Statt finden, woraus 
277 . BEN 7 ] 4.33 73 | . 
fd) = hM—-h-g)the )—hl-g)-r ete. 
folgt. Diese Formel zeigt, dafs wenn man in f{g) alle Glieder, deren Expo- 
nenten durch 7”, aber nicht durch 7” theilbar sind, durch den Ausdruck 
— 1)" f,((—1)”g” ) umfalst, f,(g) für jedes mm» unverändert bleibt. 

Man kann noch aus andern Darstellungen der Modulgleichung Gleichun- 
sen zwischen Doppelsummen ableiten, welche aber in den im Vorhergehenden 
aufgestellten Formeln enthalten sein werden, weshalb die folgenden Andeutun- 
ven genügen mögen. Die Gröfsen 

4 4 3 
„ 1 } „ - “ Er a 
vk, yk, yk, yYikk), yk 
lassen sich durch Brüche darstellen, welche alle denselben Nenner X‘ haben. 
4 
während die Zähler Reihen ähnlicher Art sind. Für y(AA’) erhält man einen solchen 
4 . " > 4 ' 
Bruch. wenn man den Werth von yA aus (66. e) mit dem Werthe von y%k 
aus (66. d) multiplieirt. Fügt man aus (66.) die mit dem Nenner I'y” behal- 
teten Ausdrücke der andern 4 Gröfsen hinzu, so erhält man 











Fa (1 i v2.VgFgi+i 
wi ZA ER... Bu 
67 j 57 lee, ’ 7 | 
\ (ig adlazı v2.VgElNMpit  ,,  2yyLgit? 
} ki in ge , (k k') ne 3773 . ] k 225 3 . 
\ Pr 7 pas 7 4 


Bedeutet 4 irgend einen transformirten Modul, so folgt hieraus, dafs, so ol! 


4 $) 
man zwischen den 36 Gröfsen, welche aus der Multiplication von 1, yA', yk, 
: 


4 4 4 
YA, y(Ak), yk mit l, YA, JA, yA, y(A4), yA erhalten werden, eine lineäre 


Gleichung hat, sich aus derselben auch eine Gleichung zwischen Doppel- 
summen der hier betrachteten Art ergiebt. Multiplieirt man z. B. die Modul- 
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3 


4 4 4 
gleichung y(A'A')--y(kA) =1 mit y(A’A#) oder mil y(A%) und substituirt in 
den hieraus entstehenden Gleichungen, 
If "N n ! le gr ZW gr ! „Ian ! , “ ° e 
y(ka)-y(kkii) = y(kli), VAkWN)--y(k)) = ylkü) 

die Formeln (67.), so erhält man nach Multiplication mit dem gemeinschait- 
lichen Nenner I" X“ Gleichungen zwischen Doppelsummen, die mit den obi- 
gen L. (2). (3) übereinkommen. Ob es aufser den hier gegebnen Beispielen 
noch andere Modulgleichungen giebt, welche als lineäre Gleichungen zwischen 
den angegebnen 35 Gröfsen dargestellt werden können, bezweifle ich. We- 
niestens scheint die zur Transformation Ster Ordnung gehörige Moduleleichung. 

s .\ ' "| r 1 nf ’ 

y(k4)'y k— yıh — y(k'i)ıyW—yKh, 
die ich in den „Fund. Theor. F. Ellipt. S. 69” gegeben habe, welche man 
auch auf die beiden folgenden Arten darstellen kann, 

\ | 


4 
Yk— ya = y(k'ı)|yka)-+-ychi)l, 


4 


‘ I; D R ) Ieox\) 
ya—yk’ —= y(ka)\y(ki)--yik'a)), 
auf keine solche Form gebracht werden zu können. 


Ich will jetzt alle zwischen Doppelsummen gefundnen Gleichungen, welche 
in der obigen Formelntabelle und in den Formeln XI— XIV. enthalten sind, in 
einer zweiten Formelntabelle zusammenstellen, dabei aber zugleich durch Sub- 
stitulion einer Potenz von g für 4 selbst und durch Multiplication mit einer 
Potenz von 4 die Exponenten auf die Form 

m (ai PB) --n(yk--d) 


bringen, was für jede der in derselben Gleichung enthaltnen Doppelsummen 
durch dieselbe Substitution und Multiplication bewerkstelligt werden kann. Die 
Formen der Exponenten habe ich in Klammern übergeschrieben, wobei gemein- 
schaftliche Factoren von »r» und n fortgelassen sind. Die Gleichungen A. 1 — 6. 
der ersten Formelntabelle und die Formeln (55.), (62.). (64.) habe ich durch 
die allgemeinen Formeln. in denen sie enthalten sind, ersetzt. 


Crelle’s Journal f. d.M. Bd. XXXVII. Heft 3. 32 
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Zweite Formelntabelle. 


Allgemeine Gleichungen zwischen Doppelsummen. 


2) 
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=4 7=49 Ä 


_— 2y 2" = 


Particuläre Gleichungen zwischen Doppelsummen, deren Exponenten 


tv 





ähnliche quadratische Formen haben. 
[ec --yy] 
2 (, 162 +8\2/ 162-+16 \4] 
Id") 
Z(4k- 2 _ >(—1)'(4% + 1)y (+41) I 


[v& +2yy] 
y IT\t Ki Aa 2) St — u. ui 


era) +1)?+-2(6%k-+1) ?] u Z(— y“ H1)?-+8S(3k +1)? 


> > f 


Kin DR 
nu ET 


g IT \ 1" vr i1— ge HAN) A—yR)) 
ur 2i- 1 yo +1)2+54%? a z(—1 gen 1)?+6(3k-+1) 


rg z(—1)i ae -2(3k+1)? 


y Im g en rl Au 16 Eu 97 a 2 1 "Alla HM)! 


BEER >(—1 \4(22+32) gan? H216h? __ ae ge +1)?2424 3-1) 


—— J 


3 TI \ 48: + IN 1447-4144 "ai 96 gr Q2\ | 
yıIna—g)Ag Prb Kun ago SE re 


_. 1 gr 1)2+21642 be gen +1) 4 a +1): 


Lns Z(— 13-9 Hk tin? H2(6X+1)? 


nn — | 7 


— I(—1)/gi+D 204: 
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= 2(— 


— 3/(—1 4 unge +1)? 16H)? 
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[ee 3yyl 
1 y" IT — } u; 
(= a ae nis S( VE ) ET ri) 


— a1} i)4 kyisi +1)°-++3(4k4-1)2 


2 ( g +24 727448 \ 72747212} 
2. gt II1- „1— )A—gritr2| 
an ee +1) °+4 , a ZzgieH 1)2+3(3X+1) 2] 


2/7 __4\i4k „(6+1)?+3(6K +1)? 
u ar 1) 1 P 


3. 4 gII(1- | - 198) (1—g' 3274 )1-H- re) (1 +6) 


zZ 1 — (1) 9 u 4 2er 


[e2-7yy] 
x . Re . d 7 1“ = (1 7 "aa at ua pr } Pr (1 + gi } 672) ( 1 + ge Bun, 
( 1 ge alt 


= z(—1) HR +) . ter) +] geiHD>470K+D: 


BD S( = 4[(67+1)2+7(6A+1)?] 


‘ )aST, 64 Fre u " saure Pe | 2,4482+336 \ 
2. 2 IT 14H" YA AHF)AIH gr) 
4487-4445 \ 1 
(1—q ‚\ 
u i+kl „„Ai+N)2474A4+D? __ 98 ,71#+D?+704k4+1)2] 
— 21—(-1)"y4 N 


3. IT (1—g 167 +1 (1 gr 1— y Bor HR)! 


mn age reie EN 
BR ze, 


Particuläre Gleichungen zwischen Doppelsummen, deren Exponenten 
in wesentlich verschiedenen quadratischen Formen enthalten sind. 


ee +yy 2242yy] 
g’ IT (1- I. tm) l— Ai ur 
- >(— 47? np rHI6k?] ___ — Y(— 1)' " ass +-(4k+1) ?] 


2 ) Ye) v/ 4\k fir 2+-8&? 
KENT I(— 1y'y 2[(6° +1) ?+2(6K+1)?]) — z(—1) geiei+n ], 


32 * 
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[re;yy z2+3yy] 
ga — 4 a; 
z(—1)" len 1)2+(6X+1)°] 


— 
\% 
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| 
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[ge +2yy wetöyyl 
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*) In der entsprechenden Formel der ersten Formelntabelle ist für J/(1—g}')? zu 
lesen //i—g"' 


1)2 





























11. 0.6. J. Jacobi, über Reihen, deren Exponenten zwei quadr. Formen haben. 253 


[ee +-2yy, 2r2--6yy] 
1. q IT HA gr) gHHRYy gi 2 
A‘ / / \ / IA / 
aranıme Pens Bau au 


= / A \k „(6i+1)?+24k? 
(1/4 


‘ ‘y | 247+24 Hr 7/4 __#H4RR0N / 1447 H.144 | 
2. gITi1-y „)1—y )A1—yg )1—y* 
Mn \z+k ,(6i4+1)2+86k41)? 
= 2(—-1)"g 
Be Z(—1) ae 


iM y II (1-+ rg 72 1—g® 96) f gi +7 


EBEN >(—1)' mn U6A+1)? 


| 


z(1) pP +1)?-+24% 1 


|ex--2yy, 222 -+3yy] 
g" II A 4 ! nr (1 4 ie @ — u‘) 


u =(—1)} gen 1)2-+2(6K-+1) 2 


ae I— 1 pe: +1)?-+3(4k-4-1) R 


[ec +3yy, Cxc-+ öyy] 
1. GTA 
z(—1) Hg rr re 
Z(— 1) HOHk gerne: 
2 VB 1 ‚A 2 Tai gr A ge m 
ZI) ttg+D’HEkrD? 


gene I(— 1 del hi 2+6K2] 


\ 


\ 


\ 


yo A-+ geei+2t) (1 BI la 5 


=(—1)' gran? +3(4k +1)? 


\ 


\ 


ee; yy 2e45yy] 


E- gi ıq _g"" +20) (1 — +)! 


I\ A 


\ 


zo 1): +k griavit 1)2-4-(10X 4-3) °] 


N 


+-k 5106241) °4-5(6K41)? 
z(—1) Hg’ +1)°4-5(0441) °] 





251 11. €. 6.J. Jacobi, über Reihen, deren Erponenten zwei quadr. Formen haben. 


+) 


wo. 


+) 


.). 


hu) » 





WG a 2 


y II / | —y } gr (1 — N —g 


APION 2+1)2+(10A++-1) 2] 


hv 
| 
— 


</ +k,,65074+1)245(0/+1)? 1 95 / \z-4-k ,,(302 + 11) ?-4+5(6A-+1) 
a(—1)""g —- 2(—1)"%g 


L 


HIIZ-+-4S0N\ / HMO 12 


„)1—g A 


(4 yi kptaois 3)?4+ (1043) ?] 


IT d— N T)ı1—g 


S’/ __4 74% „(302 47)?-+5(6K41) 2 74 \z+k (302-413) ?-4+5(6&41) 
z(1)tt4 _ Zr | 


|e2--Tyy, zx--14yy und ?2xrr-7yy] 


y' II ie Br 1-9) . ae © - rs) (1. wer 
Re 1 Fe H7(+A+1) 
</ \2+k,,82?+ 7441)? 1 9 </ „(4 +1)?+ 140441) 
=(—1) Y r22(—1,4 | 


u gr . ( pas al Rn (1 he gr t u (1 ( + N 


+7(4X+1)? 


II 


= ( Pr. 1 "ge 1.50%2 u bi RB 1)‘ 0 112) 5 


3er--Tyy, Jexe--14yy] 


2 y +77 | ) | E y“ | a ( 1 4 102) 1 — gl" +672\) 


be 3 Ze uch?) __/__I’irk EEE 


ns 


ine 1 yi 11)2-+-146X-+1) j 


Brae--T7yy, brre-+7Tyy] 


» > 


1687 -+ 168 \ | 


y IT AAN) Ag )' 


7 


»: FE, ERNTERIE 


(Die Fortsetzung folgt.) 





>’ / __1 0k?-K)+2 „„482°+7(6K4-1) Be ANiHR 3Ht+ 1)? 4 2306A+1) 
| / 22-1574 








12. Stern, Kennzeichen der Oonvergenz eines Kettenhruchs. 


a 
ST 
wi 


12. 
Über die Kennzeichen der Convergenz eines 
Kettenbruchs. 


(Von dem Herrn Dr. Stern, Universitäts-Docenten zu Göllingen. ) 





L, Bi allen analylischen Ausdrücken, welche aus einer ins Unend- 
liche forigehenden Anzahl von Operationen zusammengeselzt sind, ist die Frage, 
wie man Kennzeichen ihrer Convergenz oder Divergenz finden könne, von der 
höchsten Wichligkeit. Nach dem gegenwärtig vorherrschenden Sprachgebrauch 
nennt man nur solche Ausdrücke eunvergerende, bei welchen man sich einem 
einzigen endlichen Werthe desto mehr nähert, je weiter man die angedeulelen 
Operationen fortselzt, während man alle übrigen als divergirende bezeichnet. 
In dieser Weise sind aber offenbar unter dem Namen divergirender Ausdrücke 
zwei Galtungen zusammengefafst, die sich ihrem Wesen nach so sehr von 
einander unterscheiden, dafs es nicht angemessen scheint, sie durch einen und 
denselben Namen zu bezeichnen. Bei der ersten Gattung wächst der Werth, 
welcher einer beliebigen Zahl anfänglicher Operationen entspricht, mit dieser 
Zahl, über jede angebbare endliche Grenze hinaus. Bei der zweiten Gallung 
dagegen nähert man sich zwar nicht mehr einem einzigen endlichen Werthe, 
wohl aber, je nach der verschiedenen Zahl der ausgeführten Anfangs-Operatio- 
nen. verschiedenen, jedoch vollkommen bestimmten endlichen Werthen. Im 
Folgenden werde ich daher nur die in der ersten Galtune enthaltenen Aus- 
drücke als divergirende bezeichnen, die zur zweiten gehörenden dageren 
oscillirende nennen, und eben deswegen der Convergenz nicht die Diver- 
genz, sondern die Nichtconvergenz entgegen selzen *). In diesem Sinne ist 
z. B. die Reihe 


> N 





| 


3,4 5) 
= 


zwar keine convergirende, aber auch keine divergirende, sondern eine oscilli- 
rende Reihe, indem man sich einem der zwei Werthe log2 oder 1--logr2 immer 





*) Das Auffinden der verschiedenen Werthe, welche einem oscillirenden Ausdrucke 
entsprechen, scheint mir eine der Mathematik nicht minder würdige Aufgabe zu sein, als 
die Bestimmung des einzigen Werthes eines convergirenden Ausdrucks. In den bekann- 
teren Werken über Analysis vermifst man jedoch alle hierauf abzielenden Untersuchungen. 
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mehr nähert, je nachdem man eine immer gröfsere gerade oder ungerade An- 
zahl Anfangsglieder zusammennimmt. 

2. Man ist bis jetzt vorzüglich bemüht gewesen, für die unendlichen 
Bterhen Kennzeichen ihrer Convergenz oder Nichtconvergenz zu finden. Für 
die unendlichen Producte hat man die entsprechende Untersuchung auf die 
unendlichen Reihen zurückgeführt *) und am wenigsten sind noch die Kelten- 
brüche in dieser Beziehung behandelt. 

Zwar ist es leicht, jeden Ketltenbruch in eine gleichwerthige Reihe zu 
verwandeln und so die Frage über die Convergenz eines Kettenbruches eben- 
falls auf die über die Convergenz einer Reihe zurückzuführen. Allein diese 
entsprechende Reihe erscheint in der Regel in einer so verwickelten Gestalt. 
dafs ihre Beschaffenheit nicht leicht zu erkennen ist; und diese Schwierigkeit 
ist es, an welcher bis jetzt die Versuche, Regeln über die Convergenz oder 
Nichteonvereenz der Keltenbrüche aufzustellen, gescheitert sind. 

Ist nemlich der ins Unendliche fortlaufende Kettenbruch 


he 





oegeben, und bezeichnel man, wie ich es schon früher gethan habe, durch 
a, a,„ den Zähler, durch «a,, @„ den Nenner des gewöhnlichen Bruchs **), in 
welchen der endliche Kettenbruch 





d, , Um 


An 
redueirt wird, so kann man, wie bekannt, den Ketltenbruch (1.) in die un- 


endliche Reihe 
9 „ur A_- bb en b,b,b, 
a Gr 4, ,0,.0 5,4, 








verwandeln. welche mit dem Keltenbruche vollkommen identisch ist, so dafs, 
wenn man Keltenbruch und Reihe beide abbrechen läfst, indem man z. B. db, — 0 
setzt. auch der endliche Kettenbruch 
b 


L 


u-+t.. b.—1 


Un—ı 








Ad -- 





— nn nn nn nn nn nn 


*) Cawehy, Cours d’analyse Note 9. 


**) Theorie der Kettenbrüche S. 4. (Crelle Journ. f. d. Mathem. Bd. 10. $.4.) 
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der endlichen Reihe 


b bb h 
EET Nm | 
d . —_ ie re + = ze 

a, EEE 





gleich ist. In denselben Fällen, in welchen die Reihe (2.) convergirt. oder 
nicht. wird dies mithin auch bei dem Keitenbruche (1.) der Fall sein, und es 
käme daher nur darauf an, für diese Reihe allgemeine Kennzeichen ihrer Con- 
vergenz oder Nichtconvergenz zu finden. 


3. Die Untersuchung wird einfacher, wenn man, wie es im Kolgen- 
den immer geschehen soll, von der besondern Vorausselzung ausgeht, dafs 
sämmtliche in dem Keltenbruche (1.) vorkommenden Gröfsen positiv sind. Unter 
dieser Vorausselzung kann der Keltenbruch (1.) nie divergiren, sondern nur 
convergiren, oder oseilliren, da sein eindeutiger oder vieldeuliger Werth zwi- 


s ber .; ’ 
schen den Grenzen a und «- - eingeschlossen ist; Dasselbe oilt mithin auch 


l 
von der Reihe (2.). Da aber alsdann die Glieder dieser Reihe abwechselnd 
positiv und negaliv sind, so wird sie, und mithin auch der Kettenbruch, wie 
bekannt, convergiren, sobald der Werth ihrer Glieder zuletzt unter jede an- 


oebbare endliche Grenze hinabsinkt. 
bb 
& 5 Un—1:&, ; Un 


hal man (ohne Rücksicht auf das Zeichen): 





jezeichnet man das Glied der Reihe (2.) durch @,. so 











es nn A 
G, u re, 
oder. da 
4, @d,4ı = U4nrı dd, 7 Da 41 4), 4,_, Ist: 
“ Gn+1 l 
3. , _— 
G,. Un+i a, 4 A, 


14 





On: 1 a, 5 (n—ı 


Man setze zur Abkürzung 














G,„; l FF 1 
G, K. +1 
und eben so 
G,42 wre 1 
Gu+1 Er K, e2 
u S. W.; 
so Ist 
ER BRL er 
Aazı RK... RK. Hp 


Crelle’s Journal f. d.M. Bd. XXXVII. Heft 3. 
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Da von den Gröfsen K,,,, Ä,;. u. s. w. keine kleiner als die Einheit ist. 


| 
so wird das Product 
1 1 


— (| u 0 


An +1 Ku, 2 K. -p 





entweder gegen Null, oder gegen einen Werth, der zwischen Null und der 
Einheit liegt, convergiren. Im ersten Falle ist lim. @,,,„=0. Dann ist die 
Reihe (2.) und daher auch der Kettenbruch (1.) convergent. Im zweiten Falle 
convergiren die Glieder der Reihe gegen einen und denselben Werth, der gröfser 
als Null ist. Bezeichnet man diesen Werth durch D, so erhält man 
lim. (@,— @, 1 + @,2 —@,u3....) = D-D+-D-—D....; 

d. h. die Reihe oseillirt; und zwar convergirt sie abwechselnd gegen einen von 
„wei Werthen, die man durch W und W--D bezeichnen kann. In diesem 
Falle oscillirt also auch der Kettenbruch, und seine Näherungswerihe con- 
vergiren abwechselnd gegen einen der zwei Werte W und W--D. 


4. Vermöge der Gleichung 


40, at A 


n 


kann man statt der Formel (3.) auch schreiben: 














a 
mn 14 Unyı [«. + a, ei n 
ET er 
mithin ist 
ei 
en 4 Unıiln ” 
barı 
oder. wenn man ra. | Selzl, 
n-} 
G RR 
K 5 1 - Een n® 
Hieraus folgt allgemein 
1 1 | 





G 


ee 2 TUE. 5 
n ds 4 + Min 1-+ hu 2 1 + Ans p n 


Dieser Ausdruck wird sich aber unbegrenzt dem Werthe Null nähern, wenn 


. 5 Y 1 . . .. . u 
bei wachsendem ra die Grenze von ICH, kleiner als die Einheit ist, d. h. wenn 
n 
lim. 4, >0, und dies giebt folgenden Satz: 


r . ’ o Gnırn 
Der Kettenbruch (1.) wird convergiren, wenn —— 





bei unbegrenzt zu- 


On 
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Ind . » r 6, . 
nehmendem 2 immer gröfser als Null, d.h. wenn —-- eine endliche 
Ye . In Cn 1 
Gröfse bleibt. 


Ist lim. A, = 0, so wird noch immer um... , == 0 sein. wenn 


| 
a a ee) 0, 


lim. | (1 or. an -)(1- Be -) 2; | — (0 ist. 


Nach bekannten Regeln wird aber die Grenze dieses Products Null sein, wenn 





d.h. wenn 


die Reihe 
Mnzı 223 An-ı 
1 + Maı I 1 + Aura ö 


eine divergirende ist. Hieraus folgt nachstehender Satz: 





d. 


Der Kettenbruch - wird convergiren. wenn die Reihe (5.) divereir! 





. 5 In ıd, 
und zugleich lim. CH — 0 ist. 
b, +1 


5. Die beiden vorstehenden Sätze sind, so viel ich weils, die ein- 
zigen, welche man bis jetzt in diesem Gebiete kennt. Der Weg, auf welchem 
sie hier gefunden wurden, führt jedoch viel weiter *). 

Zunächst bemerke man, dafs sich diese zwei Sälze in einen einzi- 
ven zusammenziehen lassen. Die Reihe (5.) divergirt nemlich sicher, sobald 
lim. 4, > 0 ist, daher: 

Satz 1. Der Keltenbruch (1.) convergirt, wenn die Reihe, deren 
allgemeines Glied die Form 





u, 





Un+ı Un 
hat. eine divergirende ist. 
Wenn dagegen die Reihe (5.) convergirt, so kann der Kettenbruch (1.) 
sowohl convergiren als oseilliren. Für diesen Fall dienen folgende Betrachtungen. 
Entwickelt man die Formel (3.) noch weiter, so findet sich 
Ei ie 
ee 





Üdn--1 b 


1+ ht + 
. Unit bn—ı: 








Gy in b) Un-3 


dd, b) Un? 








*) Den ersten findet man in dem „Handbuch der algebraischen Analysis von Dr. Oskar 
Schlömilch”, den zweiten in der Inauguraldisserlation „Disquisiliones nonnullae de fractio- 
nibus continuis auct. P. F. Arndt, Sundiae 1545. 


33 * 
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Selzti man 








so Ist 


llieraus folet 
1 1 | \ 
De Er y e BR 
also wird der Keltenbruch oseilliren, sobald das Product 
1 1 
ITEHTIE, Kaca 
‚egen eine Grenze convergirt, die gröfser als Null ist. Dies ist aber der 


- 


l 


zz 





G 





all. wenn die Reihe 


u) 
4 


em 1 In 
+44: 1 + In+2 





convergirt. Mithin 
Satz 2. Der Kettenbruch (1.) wird oscelleren, wenn die Reihe, deren 


allgemeines Glied die Form 











hal, eine convergirende ist. 


So z.B. mufs der Kettenbruch 





I 
| 





—- 
"= 
Br 


in welchem der nte Theilzähler — 2:”""” ist, nothwendig oseilliren. Denn 
hier ist das allgemeine Glied der entsprechenden Reihe (6.) 
| 





Daln ?+-n) 








1 + 41+ DR) ?+n—1) ; 


1 y r 
welcher Ausdruck bei wachsendem n gegen — convergirt und kleiner als die- 


Auf 


ses ist. Die Reihe convergirt also eben wie die Reihe, deren allgemeines 
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nr 


Glied — ist. Wirklich findet sich, wenn man die ersten Näheruneswerthe 


I 
des Kettenbruchs (7.) berechnet: 
15 03383 .....53 &8181....; 0,3396..:.3 0,8100 .....; 0,3603. 


0.8099.....5 0,3603.....5 u. Ss. w.; 

woraus zu sehen, dals die geraden Näherungswerthe gegen einen beslimmien 
Werth. und die ungeraden gegen einen andern bestimmten Werth convergiren. 

6. Da das allgemeine Glied der Reihe (6.) grölser ist. als das enl- 
sprechende Glied der Reihe (5.), so muls die Reihe (5.) convergiren, wenn die 
Reihe (6.) convergirt, und die Reihe (6.) mufs divergiren, wenn die Reihe (5.) di- 
vergirt. Wenn dagegen die Reihe (5.) convergirt, während die Reihe (6.) divereirt. 
so bleibt die Beschaffenheit des Keltenbruchs zweifelhaft und man bedarf neuer 
Regeln, zu welchen die Fortselzung der vorhergehenden Betrachtungen führt. 

Selzt man 











ig On u 
RR b»—ı en 
dn—ı+ Er 
Un? 
so folgt aus der weitern Entwickelung der Formel (3.): 
i 1 
G j 





a Eu; 
und hieraus durch ähnliche Schlüsse, wie sie im Vorhergehenden angewand! 
wurden, dafs der Kettenbruch eonvergeren wird, wenn das Produel 
1 1 
Bart EwTern an 


Null ist. d. h. wenn die Reihe 





Mm, 1 | Mn +2 ! 


1+mn+ı 5 1 m.+2 Su 
divergirt. Da nun das allgemeine Glied dieser Reihe gröfser ist, als das enl- 





sprechende Glied der Reihe (5.). so kann erstere Reihe divergiren, wenn 

letztere convergirt, und mithin die Convergenz von Kettenbrüchen nachweisen. 

deren Beschaffenheit durch die Reihe (5.) nicht würde entschieden werden. 
7. Es ist nun leicht, das allgemeine Resultat dieser Betrachtungen aus- 

zusprechen. Bekanntlich ist *) 

b, 


b,_ı 
at Un-2+ Bi b, 


a, 


Ad, , Un 








*) Vergl. „Theorie der Kettenbrüche” S.7. (Crelle Journ. f. d. M. Bd. 10. S. 7.) 
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Snbstiluirt man diesen Werth in die Formel (3.) und setzt 






































I b, 
a m ag wi rg = h, a 
i n—1 
Un! yo 
n + (dn—2 - 5 4 Pam Hl 
Un—r 
(7, 
so ist —— - kleiner als jeder der Werthe 
In 
1 1 1 
7 ‚ a ’ a ’ _ 
n ini In+1 
1 A 14 1+ 
— Dn+l R | bu; 1 u r On l 
dagegen ist ar oröfser als jeder der Werthe 
MAL 
| 1 1 
? 9 . 
(in 1 (dn+ Öntt p 
1 2 1 I 1 
13 « + b„ -1 ’ r b. +H1 


Eine a Anwendung der früheren Betrachtungen führt mithin 
„u folgendem Resultate: 
Der Kettenbruch (1.) wird convergiren, wenn eine der Reihen 
divergirt, deren allgemeines Glied in der Folge 
l 1 1 
1 |? od 3? hd? 


d.41 N, Un-+ı h, An h, 
enthalten ist; dagegen wird er oscilliren, wenn eine der Reihen ton- 
vergirt, deren allgemeines Glied in der Folye 
I 1 1 


11. l ba 1° Imsı, A 


b, 11 | i 
WE tens 5 1 Daten en ae 
T h, * An+ı A, 1 An+ı A, 





10. 





























(In--1 


enthallen st. 


8. Aus den Elementen der Theorie der Keltenbrüche folgt: 

fürsiens. Dals die geraden Näherungswerthe A,, A,, A;, .... sämml- 
lich grölser sind als die ungeraden Näherungswerthe Ay, Aa, Ay, .... Mithin 
sind auch die in (11.) enthaltenen Ausdrücke gröfser, als die in (10.), und 
die Reihen, welche erstere zu allgemeinen Gliedern haben, müssen daher diver- 
viren. wenn die Reihen divergiren, deren allgemeine Glieder in der Folge 
(10.) enthalten sind. 

Zweitens. Dafs jeder spätere unter den Ausdrücken A,. A. 
grölser als ein vorhergehender, jeder spätere unter den Ausdrücken A,, h;, .... 


kleiner als ein vorhergehender ist. Mithin kann unter den Reihen, deren all- 
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gemeine Glieder in (10.) enthalten sind, eine spätere divergiren, während 
die früheren convergiren; so wie unter den Reihen, deren allgemeine Glieder 
in (11.) enthalten sind, eine spätere convergiren kann, während die früheren 
divergiren. 

9. Der allgemeine, in ($. 7.) aufgestellte Salz reicht indessen keines- 
weges in allen Fällen hin, die Beschaffenheit eines Kettenbruchs zu beur- 
Iheilen; es lassen sich vielmehr sogar sehr einfach gebaute Keltenbrüche an- 
geben, bei welchen er seine Dienste versagt. Es kann nemlich vorkommen. 
dafs die successiven Reihen, deren allgemeine Glieder in der Folge (10.) 
enthalten sind, convergeren, während diejenigen, deren allgemeine Glieder 
in der Folge (11.) enthalten sind, dirergiren. Oder es können die in Be- 
tracht kommenden Reihen, deren allgemeine Glieder jedenfalls immer com- 
plieirter ausfallen, eine je spätere Reihe man zu wählen hat, so beschaffen 
sein, dafs die Beurtheilung ihrer Beschaffenheit nicht leichter ist. als die des 
Kettenbruchs. Man wird sich daher nach andern Mitteln umsehen müssen. 

Offenbar wird man aber alles Wünschenswerthe geleistet haben. wenn 
es gelingt, die Untersuchung über die Beschaffenheit eines Kettenbruchs auf 
die Untersuchung der Beschaffenheit einer verhältnifsmäfsig viel einfacheren 
Reihe zurückzuführen. Auch die Theorie der Convergenz eines unendlichen 
Products besteht in nichts Anderem. Dafs dies aber wirklich geschehen kann. 
soll in Folgendem nachgewiesen werden. 

10. Man sieht leicht, dafs man den Kettenbruch (1.) in einen andern. 
dem Werthe nach identischen, verwandeln kann, welcher unter der Form 


12. kl 
h,+ 





1 
h,+ N 
erscheint, wo k=a und dann allgemein 


b, b, Es Iam—ı Bm b, b, ERPRE bau 


ee li m BE ist. 
b, b, a dam ’ ng bam+1 b, b, 5 a TR 








AR nn Ay’ 
Verwandelt man nun den Kettenbruch (12.) in die identische Reihe 


Te TR. ER 


4. 


N h, k, hi, a hi, | ....19 


welche mithin zugleich mit dem Kettenbruche convergirt oder oseillirt, so haben 





zwei aufeinander folgende Glieder dieser Reihe allgemein die Form 


r a 


no: I 4 Pr 
h, $) kan ‚hi, N) kam 1 ’ hi, $) kam-ı ‚hi, b) ham- 2 
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Der Werth eines Ausdrucks wie A,, A, oder Ä,, Au,.,., Welcher aus einer 
geraden Anzahl Theilnenner zusammengeselzt ist, kann aber. wie bekannt. 
immer durch 1-- #2 ausgedrückt werden, wo R eine positive Zahl bedeutet, indem 

hı, Km = (Bis Kamdıt (Ars Kamda rent (His Kam) 


«mM.9 
und (k,, k..) 1 ist ®). 


.ın 
II 


Dagegen kann der Werth eines Ausdrucks, wie A,. Ä,,.;ı, Welcher 

aus einer ungeraden Anzahl Theilnenner zusammengeselzt ist. immer durch 
kı- k;- 0 . - hoamyıt 8 
dargestellt! werden, wo 8 einen posiliven Werth hat. Denn es ist 


li, “ ie. 11 n - u: R:. N Din (K,. Kann), .. 0.0. : (K. ki 
\0 Pr 78 | kı- k- ..% T Bi ist. 


+7 


) 
-m- by) 
ı-+1 Fon 


Der Nenner des allgemeinen Gliedes der Reihe (13.) kann also jeden- 
falls unter der Form 
Kl... ++ T 
dargestellt werden. wo T eine positive Zahl bedeutel. Mithin wird die 
Reihe (13.) conrergeren, wenn die Reihe 
kA; k;- 
divergirt. Man hat daher folgenden Satz. 
Satz 3. Der Keltenbruch (1.) wird convergeren, wenn die Reihe 
u ri 


4. —- rw 


Pe Pe 
b, | b, b, 
divergert 


il. Es sei z.B. der Keltenbruch 








segeben. so findel man durch Satz (1.). dafs er convergirt. weil die Reihe, 
deren allgemeines Glied een ist. divergirl. Dasselbe findet man aus Satz (3.). 

= —-. Lt n 
weil auch die Reihe 





| 2 2.4 2.4.6 
SICH TS ST 


eine divereirende ist 


*) Vergl. Theorie der Kettenbrüche S. 42. (Crelle Journ. f. d. M. Bd. 10. S. 248.) 
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Wäre dagegen der Kettenbruch 





1.3 
ee > 
u 
Aue 2 TE 


vegeben, so würde der Satz 1. zu keiner Entscheidung führen, indem die Reihe, 
1 


1+m.2-+-m 


Satz 2. eine Entscheidung geben, da die Reihe, auf welche er in diesem 
Falle führt, eine divergirende ist. Dagegen wird die Reihe (14.) in diesem Falle: 
ns , 
1.3 71.3.5717 1.3-5-7.941 000° 
und da diese Reihe divergirt, so mufs der Kettenbruch convergiren. Wäre 
aber der Kettenbruch 





deren allgemeines Glied ist, convergirt. Eben so wenig kann der 











ar 
14 — 
14 
er u 
+ 6 
1175 
14T 


zu untersuchen. so lielse sich aus dem Satze 3. Nichts mehr schliefsen. da 


die entsprechende Reihe 
u We ı 132 


— is — tt — -— 


De BE a 
convergirt, während aus Satz 1. folgt, dafs der Kettenbruch convergirt. Die 


Convergenz dieses Kettenbruchs ergiebt sich aber auch aus einem anderen Satze. 
welcher aus derselben Quelle wie der Satz 3. abzuleiten ist. 


12. Es ist nemlich einerlei. ob man die Beschaffenheit des Kelten- 
bruchs (12.) oder die des Kettenbruchs 


1 
FRE FERN 
ht. 


unlersucht. Nun kann 
| 


k, >) kom . k, b) kom +1 





für das allgemeine Glied der Reihe genommen werden, welche diesem letzteren 
Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XXXVII. Heft 3. 34 
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Kettenbruche eleich ist. Aus ähnlichen Gründen, wie sie bei der Reihe (13.) 
erörtert wurden, folgt, dafs das Product 
k;. I; ° I. Kom WR k; en R,-- rs Kom -- T 


oeselzt werden kann, wo wieder 7 eine positive Zahl ist, und hieraus der 


Satz 4. Der Kettenbruch (1.) wird convergiren, wenn die Reihe 


16 Een Bart ge he 
| ED Tran 





as, 
= 


4 
divergirl. 


Wendet man diesen Salz auf den zulezt betrachteten Keltenbruch an. 
so geht die Reihe (16.) in 


VD 
Ben 


l 
-_—r.- 


| 
L) 





4 -_+ 


| DD 


4 | 
m 


| 0 


ud 
su 
ji 


. 
.r .UY or 


über, und da diese Reihe divergirt, so mufs der Keltenbruch convergiren. 


Die Anwendung des Satzes (4.) auf den Kettenbruch 


2 











ı m 
er. (m-+n)* 

‚(m+n 
nt — —; 
seen 

n 

n-+-.. 
führt zu der Reihe 
m’ ı m’.(m+?2n)” 5 m’.(m+2n)’.(m+4n) 








(m-+n)? (m +2)”. (m +3 n)? (m +n)*.(m +3 n)?.(m +5)? 1 din 
welche divergirt: daher ist der Kettenbruch convergent. 

Man bemerke, dafs in der Reihe (14.) alle Glieder von der Form «,,. 
in der Reihe (16.) alle Glieder von der Form @,„.,, fehlen. Der Kelten- 
bruch (1.) convergirt also, wie immer die geraden Theilnenner beschaffen seien, 
sobald die Reihe (14.) divergirt, und wie immer die ungeraden Theilnenner 
beschaffen seien, sobald die Reihe (16.) divergirt. 


13. Eine Reihe, deren sämmtliche Glieder positiv sind, z. B. 








Yu... 4 Unrısonen 
" ‘ . o Mn ° Un! F 
divereirt bekanntlich, wenn lim. > 1, oder auch wenn lim. ——— —1 und 
Un R n 
U, 1 ! B j i i A 
zueleich (— — pr geselzt) lim. ano < 1 ist. Wendet man dies auf die 
be HL. a“ X CC 


Reihen (14. und 16.) an, so finden sich folgende zwei speciellen Sälze: 
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Satz 5. Der Kettenbruch (1.) convergirt, wenn 


. AMny41 b» 
lim. . —_ > 1. 
(Bn—1 banzı 





Ayn+1 bon 





oder wenn lim. 





. . bs... « lon— . 
’ —1 und zugleich lim. n( nu !—1)< 1 ist. 
Ad2n—1 bon 1 b>, (In Hl 
Satz 6. Der Kettenbruch (1.) convergirt, wenn 


lim. — >41, 
dan bon +? 





. _  Mn42 Dan | lan +2. dan \ 1 
oder wenn lim. —— 1] und zugleich lim. n (> —1); list. 
dan bon 2 ban l» Mn 2 











Für die specielle Voraussetzung, dafs alle Theilnenner gleich sind und 
zugleich der Quotient zweier aufeinander folgender Theilzähler gegen die Ein- 
heil convergirt, wie es bei den zuletzt betrachteten Beispielen der Fall war. 
ergiebt sich aus den zwei vorhergehenden Sätzen noch folgender 


Satz 7. Wenn in dem Kettenbruche (1.) sämmtliche Theilnenner gleich 











[} . b. . . - o 
sind und lim. ag —1 ist, so convergirt der Kettenbruch, wenn zugleich 
. Dan Pr . b». > Pr . 
lim. n 7 en 4 Pe il oder lim.n (7 _ —1)< l ist. 
2n In+1 


14. Wenn bei der Reihe 


| 


f | | 
U UT. +... TUT... 


u . ii a 1 
-—Z —1, lim. ne =1 ist, aber « beständig kleiner als — bleibt, so ist auch 





lim. 


n 


noch in diesem Falle, wie schon Duhamel bemerkt hat *), die Reihe eine 
divergirende. Diese Bemerkung läfst sich noch weiter ausdehnen. Die Reihe 


. u . . . u +-1 . 
wird nemlich auch dann noch divergiren, wenn lim. — —1, lim. n« == 1 und 


Un 








1 . .. . * * . 
co gröfser als —, aber zugleich beständig kleiner als ist; wo Äk einen 
n 


n—k 
endlichen Werth bedeutet. Dividirt man nemlich in der divergirenden Reihe 
ki ns -— 


em pe ar re ° Tee 








das n--ite Glied v,,, durch das vorhergehende v,, so ist der Quotient 





On 1 


14 





n„—$ 





*) Journal des Mathematiques T. 4. pag. 214. 
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| E - 
Da nın << ——.. 80 Ist 
n- hi 


Un-1 l a Un+L, 
U, Ita Eu * 








mithin mufs die Reihe, deren allgemeines Glied «, ist, ebenfalls divergiren. 


Eine Anwendung hiervon kann man z. B. machen, wenn die Beschal- 


fenheit des Kettenbruchs 











I 2-3 
7 er 
477- 
untersucht werden soll. Hier ist &, =?2n.2n--1. Für die Reihe (14.) ist 
en tim. er =), ei Pub nu ET — ar s 
HM, Don ba, 4n.4n+1 Sn’+2n 
also lim.a« —1, @ > = aber zugleich & < er: also ist in diesem Falle 





die Reihe (14.) divergent und daher der Kettenbruch convergent. 


Für die Reihe (16.) dagegen fände man lim. ne —=1, « < _; woraus 
die Divergenz dieser Reihe und die Convergenz des Kettenbruchs folgt. 

15. Eben so wie im Vorhergehenden aus der Reihe (13.) Merkmale 
der Convergenz des Kettenbruchs (1.) abgeleitet wurden, kann aus derselben 
auch ein Merkmal gefunden werden, welches nachweiset, wann dieser Ketten- 
bruch oseillirt. Soll dies der Fall sein, so mufs auch die Reihe (13.) oscilliren, 
d.h. ihre Glieder müssen einen endlichen Werth behalten; mithin mufs jeder 


der zwei Facloren A,. Ä,, und A,. Ä,,..ı des allgemeinen Gliedes des Nenners 


Iın-t- 
gegen eine endliche Grenze, die gröfser als Null ist, convergiren. Die Zu- 
sammensetzung der Werthe A,, A, und Ä,, Ay. aus den Gröfsen A,, Ä,,.... 
zeigt aber unmittelbar, dafs in diesen Werthen keine andern Ausdrücke vor- 
kommen, als solche, die einzelne Glieder der Summe sind, welche man erhält, 
wenn man bezüglich aus den 2m Elementen A,, Ar, .... An„, oder aus den 
2m--1 Elementen Ä,, Ay, .... Äyn;ı alle Combinationen ohne Wiederholung 
bildet und sie zusammen addirt; nur dafs in Ä,,. %,„ auch noch die Einheit 
vorkommt. Bezeichnet man daher die Summe dieser Combinationen bezüglich 
durch C.2m und C.2m--1, so ist 

lim. A, , An. 


lim. A,. A; 





< Cr? m-1, 
< 1-+-0U.2m. 


ın 
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Nun ist 
1+C.n = (1+k)(1-+%)....(1-+%,), 


also ist 
lim. %,, A, < lim. (1-+-k)(1-%)....(1-+X%,). 


Da nun A,; %,; u. s. w. positive Gröflsen sind, so hat bekanntlich das unend- 
liche Product (1--A,)(1--A,) .... einen endlichen. von Null verschiedenen 
Werth, sobald die Reihe 

17. kKı+lka-+.... 
convergirt, oder, was Dasselbe sagt, sobald jede der zwei Reihen (14. und 16.) 
convergirt. Unter dieser Bedingung ist also auch lim. 4,. %, eine endliche 
(sröfse und man hat mithin den 


Satz 8. Der Kettenbruch (1.) oscellört, wenn jede der zwei Reihen 
(14. und 16.) convergert. 

Durch die Sätze 3.. 4. und 8. wird also die Untersuchung über die Be- 
schaffenheit eines Kettenbruchs mit lauter positiven Grölsen auf eine einfache 
Regel zurückgeführt, die gar keine Ausnahme hat, und man hat folglich den 


allgemeinen 


Satz 9. Der Kettenbruch (1.) eonvergirt oder oscillirt, je nachdem 
(wenigstens) eine, oder keine der zwei Reihen (14. und 16.) divergert. 


16. Es wurde schon oben (Satz 2.) gefunden, dafs der Keltenbruch 


2 


se 
|+ —5n 
1 + —— 
++, 


oseillirt. Hier sind die Reihen (14. und 16.): 





und 


hie ee re re ee re 
‘ vr 920 | .».eo0%» 
kur 


= | 
Da beide Reihen convergiren, so folgt hieraus wieder, dafs der Kettenbruch 
oseillirt. 
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\Wäre der Kettenbruch 


INTER 


7 
* 


voeseben. so würde der Satz 2. nicht über dessen Beschaffenheit entscheiden: 


1 


Hop 


denn das allgemeine Glied der Reihe (6.) ist für diesen Fall — 


also diese Reihe divergent. Dagegen sind hier die Reihen (14. und 16.) beide 
za ww 


gtatgten 


- - 


und da diese Reihe convergirt, so mufs der Keltenbruch oscilliren. Die ersten 
Näherungswerthe desselben sind (bis auf 4 Decimalstellen): 
Ungerade: 1; 1.4; 1.5376; 1.5921; 1,6162; 1,6275; 1.6330: 
Gerade: 3; 2,3846; 2.2298; 2,1723; 2,1473; 2,1356; 2,1301. 





Es folgt aus denselben Gründen, dafs der allgemeinere Kettenbruch 


20. Fe Fi ME 
r 
an 
a-+ at+., 


oscillirt oder convergirt,. je nachdem x gröfser, oder nicht gröfser als die 


Einheit ist. 


17. Dafs der Kettenbruch 





14 
2°.4 
+ 3... 
TIEF. 





welchen schon Euler (Opusc. anal. T. 2. pag. 156) entwickelt, jedoch als 
convergent angesehen hat, oseillirt, ergiebt sich unmittelbar, wenn man ihn 





nach der Formel (2.) in die gleichgeltende Reihe 
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verwandelt, welche nichts E® als 


ED GHDHEHN HN: 


ist, also gegen die zwei Werthe log nat2 und lognat2 -1-1 oscillirt; wie schon 
oben bemerkt wurde. Dasselbe folgt auch aus dem Satz g, Lälst man nemlich zur 


oröfseren Einfachheit den ersten Theilzähler weg, so werden für den Kettenbruch 


die entsprechenden Reihen (14. und 16.) bezüglich 


1,1414 2 ‚146 2.4 
35 3 T35.7 3°%.55 








und 

3 1° , 3:5 1°.3° , 3.5:7 1°.3°.5° 

4 2? 74.6 2 14.6.8 24. 
sein. Beide Reihen convergiren *): also oscilliri der Kettenbruch. Der Salz 2. 
würde hier wieder keine Entscheidung geben. 





18. Überhaupt ergiebt sich aus diesen Betrachtungen, dafs der Kettenbruch 
1%. h 
2K.h, 





22. a+ 


a-+ 





Br A, 


l 
: a+ 


I 


oseillirt, wenn in der Zahlenreihe 4, A, A,, .... keine folgende kleiner als 
die vorhergehende und zugleich Ak >2 ist. Dagegen wird der Kettenbruch 


23. 





a 


a FE: —— 


convergiren, sobald k =... 
*) In der ersten Reihe ist jedes Glied kleiner, als das entsprechende Glied der Reihe 
23 93,43 
I+—- -- —Ht.... 
33 | 33,53 | ? 
welche convergirt. In dieser haben nemlich die zwei aufeinander En allgemeinen 


h zo nn 2.4... 2n—: 2 ’ 
Glieder «, und #,„.;ı bezüglich die Werthe en =) und (Ge: > u .); also 
Un-1 


. 2n u 1 3 
ist -_ (t 1) und wenn man dieses = —— selzt, «= (1 Is —1, mithin 

Un en 1+a y 12, 
lim.neae=}. Ellen so folgt, dafs die zweite Reihe convergirt, 
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Eben so leicht sieht man, dafs der Keltenbruch 


kr-1 3m 
FE. 5. eh 


„„(kt207-3-5:m 
ar... 


24. a-+ 








oseillirt. sobald r > 0. 
In dieser Form ist z. B., wenn man k=3, m—=4, a—=?2, r—2. 
!-——-?2 setzt. der Kettenbruch 
3°’.2.6 
WE 
76-10 
34, 


31 














16+4 aa 20 
nd un Sn oseillirt; wie sich 


{ — - [— 


enthalten, welcher gegen die zwei Werthe 


leicht findet. wenn man bemerkt, dafs dem Kettenbruche 








2 
. 
ar 3°.2.6 
u "52.4.8 
TER, 


die Reihe 1 (3 +1)+(- +1) (4-1)... als gleichgeltende ent- 
spricht. welche gegen die zwei Werthe 47 und 47-1 oscillirt. 

19. Die bisher festgehaltene Vorausselzung, dafs sämmtliche in dem 
Kettenbruche (1.) vorkommenden Gröfsen positiv sind, kann man insofern auf- 
heben, als sich auch annehmen läfst, dafs sämmtliche Theilzähler positiv, da- 
gegen sämmtliche Theilnenner negativ sind. Setzt man nemlich 


200 =M, 





e; a- 


so ist 


25. —a, | ——W, 








Der Kettenbruch (25.) convergirt und osecillirt daher unter denselben Bedin- 
gungen wie der Kettenbruch (1.). 
Göttingen im October 1847. 





DR RERGEER Echemnnnnnaune- 
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13. 
Entwicklung der elliptischen Function 


” 


#7 rs 2K . „2 RK # 2K 
AFam — z.cos"am — r.sin" — r:!I fam —-r.dz 
rt M| Ge | 
[#) 


nach den Sinus und UCosinus der Vielfachen von x. 
(Von Herrn Carl Otto Aleyer, Dr. phil. zu Königsberg in Pr.) 


Fir einzelne Fragen der analytischen Mechanik, welche von elliptischen In- 
tegralen abhangen, wird gefordert, nicht nur diese Integrale selbst in conver- 
senlte Reihen nach den Sinus und Cosinus des einen Argumen!s zu entwickeln. 
sondern auch Producte von trigonometrischen Funclionen, die von demselben 
Argumente abhangen, und diese Integrale durch ähnliche Reihen darzustellen. 


Jacobs „Fundamenta nova” enthalten bekanntlich mit dem einen Argument (.r) 


/ 


der Entwicklung, das elliplische Integral von der ersten Galtung (%) multi- 
2) S Y 


i s su < 2 AR 
; und die sehr convergenten Reihen für Sam —..r, cosam I— x, 


lieirt mit —. 
lieirt mi ei i 
| 2K’ A m 


. 2 \ .. . ‘ “ « 
sinam — x, und für die Integrale 2ter und 3ter Galtune, eehen nach den Sinus 
st 986 
und Cosinus der Vielfachen dieses Arguments fort. 
Ferner löset Jacob? in dem Abschnitte seiner Fundamenta nova 8.13 If. 
„Formulae generales” das Problem: 
zK K 


+r 2K +7 fe ’ . tr 
Sam — Tr, cos""am a, sın? am — z 


y ‚ J 





(unter r eine ganze positive Zahl verstanden) in Reihen nach den Sinus und 
Cosinus der Vielfachen von x zu entwickeln. Er zeigt, dafs jede dieser Grö- 


J 


{sen durch eine endliche Reihe der Glieder 











r 

+ ih „ ost!s Ri 

IT am ——w, cos“ am —W, sin“ am ——w, 
+1 2K +1 ek EN 2 

AT am —ı, cos- am —.r, sın= am — x 
gt gt gT 


und deren Differentialquotienten nach « dargestellt werden kann; jedes noch 

mit einer ralionalen Funclion von A multiplieirt. Darauf entwickelt er die ersten 
. er 2K 2K ’ 2R 

und zweiten Polenzen von J am — 7, cosam ——@, sinam — 


Crelle’s Journal f. d.M. Bd. XXXVII. Heft 3. 35 








x nach den 
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Sinus und Cosinus der Vielfachen von x. An diese Untersuchungen mich 
anschliefsend. werde ich versuchen, für 
2K X STE or 

am x.sin* am — x. Kam 





-7.C0oS- 


d d d d 


’K 
a ve X a. . 
ü 2K ! \ 2K 2K 
FE am x = I am x.d.am x 
ST t gt st 
0 


ähnliche Entwickelungen aufzustellen, worin r, s, f ganze positive Zahlen 
bedeuten. 





AI" am 





2 











S. 
2K 
Wird g statt am x geschrieben, so soll zunächst untersucht werden, 

aul welche von einander verschiedene Formen 

P = 299: 
führe (unter 7, s, £ ganze posilive Zahlen verstanden). Wendet man die 
Zerlegung in Partialbrüche an, wenn mehrere der Gröfsen Sy, cosy, sin 
im Nenner vorkommen und benutzt die rationale Umwandelung je zweier der 
Gröfsen ‚Sy, cos’ y, sin’ in die dritte, so wird, wenn 7, s, Z gerade Zahlen 
sind, die Form: 

Io, cos*"gp, sin“"p 
erreicht werden können. Sind zwei der Gröfsen r, s, ? gerade Zahlen, die 
dritte ungerade. so führt P auf: 




















+2n+1 „trn+ nt2n+ 
HI, TU, WET, 
cosg Ag Iy 
Pop’ cos" p ’ sin?" ? 
sing sin cosp 
Ag ? cos?" op sin?” p 


Sind in P zwei der Exponenten ungerade, der dritte gerade, so kommt man 
auf die Formen: 








cos sın p sin p 
sin?"+1op ? cos?"tip’ Dr? 
Ay Ip cosp 

sin?"+igp ? cos’"+igp’ ArHip 


Wenn endlich r, s, 2 ungerade Zahlen bedeuten, so erhält man die Fälle: 


sinp.cosy. F""'gy, sing. Iy.cost" Hp. cosp.Ag.sint "tg. 


Alle diese Formen zusammengefafst, führen auf folgende 12 zurück: 
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sın“"op. cos", IF’, 

cosp sing sing 

sin”p cos" NY 

Ip Iy _e0sp 

sin”p cos" ? ’ı 


rn 


cosy.Ay.sin”"yp, sinp.Ayp.cos"p, sinp.cospy. I" y, 
worin #2 jede positive ganze Zahl sein kann. 

Die „Fundamenta nova” enthalten in $. 43 ff. die Entwickelungen von 
sin“"g, cos*""p, I""g nach den Sinus und Cosinus der Vielfachen des Ar- 
sumenis x, worin 

p= am (u, k) = — am(- 2, k), a 
gt / st 
geselzt ist. Diese Formeln selbst werde ich hier nicht anführen. wohl aber 
die Abhängigkeit, welche sie an 
Ag, costy, sinty und Sy, costy, sin*’y 
knüpft. 


Ss ist 
5. II(2n).k’".sin’”t'g 








dr,sinp qm d>? ‚sim P 1 4® d’r—t.sinp Aa 
In n In—? 2n—4 iii AR, 
du du du 


2. II 2n —1).k”""".sin”y 
er  . RR  ; 3) Ar-6sin’p | n— 
’ıB" BE „. A 


. sin f» 











1) . ) / 
sing--B, , 




















dur" u a durr-6 

8 a u j ’ dp . 

wo //(2n) der Abkürzung wegen für 1.2.3....2n gesetzt ist, du — Tr is! 
4 

und die Coöfficienten 4’, BÜ” sanze Functionen von Ak und durch die Glei- 
chungen 
’ (mM) gm md _re 91276 ” (m— 
3. A, = 4,17 (2n 1)’ (14R)A,ı, —(2n—2)(2n—1)(2n— 3). A, 

u BE (r —] - “ 7 nywr: \ > IN. 
4. B£ = Bi, + (2 —1)(1+K9)Bi)  —(2n— 3) (2n—2)(2n—4)R. Bi; 

. . z . (m) (m) 

verbunden sind, in welchen. sobald m >n ist, 4, —= B) — 0 geselz! 
werden mufs. 

Eben so ist 

- II(2 n) 
\ sin p“” 
| l “FF. 
d?r . —— d’r=?.— dr +. — (n) 
R Sin; gW Sin? | g® sing | An 
“ dur" Be Zn Zn "nu Bull Ze nn Du" 








W 
A! 
— 

= 
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i Kan" 1) 
6. Ä 
sin?” p 
1 
= in? ’q rs sin’p KT, Bu-» 
ee re ae, Sun 
due de " 2 oe "B, " S Ä sin? ch u 
. er f —1 
Nach Fund. 8.46. ist sinam(k’.(K .— u), — 1) cos am(w, ). Man 


. » ‘  -& ‚ ki va .. 
setze in (1.2.5.6.3. und 4.) AX.(K— uw) und _— statt « und k, so erhält 
v 


° . (m) (m) Be . (m) 
man, indem man die aus A, und B, entstehenden Coöffieienten durch «, 


m) 2 
und 2,” bezeichnet: 
































/ \n 7, N er 2) f 
(—1 In). 008" y 
2 
” () ue (2) 
I d’”".cosg A, d’"—2, cost a, d’r—t,cose n) 
1 | - ME We -- 4, c0s« 
kin da" R': > dur"? kin du n—4 \ u... | n f 
Kr? 
ER: n—1 $) on ON BP NEE ‚2n 
l, II(2n ©) ann cos 4 
I» (1) (2) > 6; 2 
| d cos” pP b, at cos“ pP b, u 
u dur Bu " 2 Zune Ze en All 
l (n—1) br. (n) 
bb, .cosy-+b, , 
wer me 
cos"tlg 
1 TER | | 
dr. — (1) d’r—?. — (2) dt. —— (n) 
| cosgY 4a, cosp , % cosp ı Me 
Be dur” Kan—: du?" m iS a 3 A 
Hrn —1) 
cos”” Y 
1 1 1 
mn, (N) dert. —— (*) le = 
1 cos’p ; b, cos’y b,„, cos? op 
KR? dur? k'rn—4 dur! Kan da 
hr h” (n) 
en ae —:b, ; 
cos’ h 
1° Rh: 
(m) (m) £ ) v (m—1) ı \2 ri (m—}) 
a, 4, --(2n —1) (1- m )aln, 1 (2n—?2) (2n—1)(2n—3 ) are An s 
t 4 


we, 


(m) (m) r (m—1l) | r 2 76 7 
b\ 5” Li(an- 274) 1(2n—3)(2n—2)(2n— pa 


Dr m vr 9% n (m) . R 
und A””.a@, —=C.” und Ak”. — D.” gesetzt, giebt: 
N n ı_8 
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e. (1j".II(@n).K’".cos’"t'g 
dl" .cosc a d’r?.cosp | ee) r—t,cosop , “(n) 
9, Pr | LE, Fe f u Ü, Fr f “ E- . CcoOSY . 
du” u. Lie 
8. (—1)".II(2n —1).k""".cos’”gq 
dr.cos’p | .D® Arrt,cos’p , na) d’rV.cos’p | pe» ! D, 
—— Y 57 > “ 9 1 n ‚COS ( 1 y rs 7 
ne Ste di en / h 
Q JI(2n). Kr 
Pr cos’"+igp 
1 1 
d’" U dr? u d’r—4 (in) 
cosp a) C0SY ı rQ@) cosy Ö, 
u C, Im? i C n 9 Ex: 
fe Ze u cosy 
I (2n —1).k"r—? 
10. 22 date 
cos" 
1 ’ 1 1 
dr, 08° d’r—*, >. 5 dr. p nn j 
ee c05 10 cos’p ui .Dp“ ) cos 'gy Mr BE D\ 
ie du?” ie u cos’y h'? er 
(m) (m) ) > (m 
11. CC = G\-+(2n—1)(1—2%)C,_, 
! \ r 6 ) 5) wem — 
4(2n — 2) (An —1)(2n—3)k?.Kk".C,, ', 
r (m) (m) 3 € ) (m—1) 
12. DW — DM 1(2n— 2% (1— 2%) D", 
) \ \ ) > (m—.) 
-(2Rr (an —?2)(?n—4)k’.k”.D,. ; 


. x . (m) 
in welchen Gleichungen CE, 


Ferner ist 


sin am (u.y—1) 
cotang am (u--y—1.K’) 





(m) 
und D, 


verschwindet, sobald za > n wird. 


2. 


y—1.tang am (wu, A) und 
y—1.4am(w), 




















also 
Jamu —= 
Be  sinam(uy—1— K', ik) 
| Führt man in die Gleichungen (6, 5, 1, 2, 3, 4) uy—-1— KR’ und X statt u 
| und Ak ein, so findet sich 
‘ / A\n !D.a\ ı2n--1 
13. —1)" II(2n). Y 
| dr. dc n der. 4o a) Art, Ip = 
— A E Bw. u .@, 5) P ” G, | JIy y 
u En I 
14. (1). I7an—1). 
ne” &. (1) rt" a Q) d P Ip (") 
—— Ä HH — IR ARE; | - -k’.H 
"27 a DE ei” un, n dur a es 
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(—1)".7I(2n). kr 























15. 
A" + Ip 
1 mw 1 
dr. dr. 2n—4, ‚(n) 
A f (0) A op (2) A / Fe N G, 
EP 
du” “2 ai Aue ' 4y 
ke \ k'?r—? 
16. (AAy.7@n—1).._— 
k / A" p 
l > | 
dr-?. rB dr. 7  — 
. Y u j 4 %%| u” Ap u 
dur = a " dur — Be 9,3 
e- m) «(m ) 6 2, | IN ve ı—1) 
| 6. G a _— G,_— (2 N — 1) (1 u 2 u G, 


— (2n — 2) (2n—1)(2n—3)K”@/7 , 
8. H,”" — H,\\—(2n— 2 1-{K")H“T> 

— (2n — 3)’ (2n— 2)(2n—4)k” HZ. 
Ähnlicherweise, wie in den „Fund.” 4%” f, c0s“"y, sin*"g entwickelt 


ist. läfst sich 











cos sing sın g 
sin" op? cos” ıp? drop’ 
Ip Ay cos 
sin" op ? cos”? Ar 


behandeln: wobei wiederum die beiden Fälle wesentlich verschieden sind. in 
welchen » eine gerade oder ungerade Zahl ist. 


Erwägt man nämlich. dafs 








Ag dy 
ee ie d-- 
cosp sing cos (, Popp sin 
ee un un und —,- = — hi 
sin?’g du sin?” 0 I sin?y) du 


ist. so besteht die Seite links der letzten Gleichung aus Gliedern, deren allge- 


A 2m—1 
d-( .d 
sin 


— ist und welcher verschwindet, sobald mn — n 








meiner Ausdruck Ü: 








du 
wird. Eben so ist: 
cos ( 2 Ir 
——- 2 _—— eotane !1l -- cotane’y!”, 
sin tlg Re | s 4; 
Ig 
. 2 N“ [ oc m 
siny ı Ep , 2 cos 
———— . — > ‚ Fr 1} ® “ 
cos?" ıp krkcostp' N du 
sıny 


tang {1--tang’y}. 


1} 
Hl 


cos"+4 p 























15. 


sin 





a" p 
sin 
A“ } Ip 
Ay 
sin" 
Ip 
sin"tiop 
Ip 
cos” p 
A p 
cos’"tig 


_ cosp 


cos f 
Ar" l Y 


Meyer, über eine gewisse elliptische Function. 


) 
ı1--tang'gy\ 








27 














‚c059 
1 r k? cos’ y"—! Iy 
ker N Ip ) du . 
sinp \ Er 
Ay t | Po y) 
l.ı otang YA 
— {1-+- colang’ PR, hc r 
\ ö 2 du 
) Ip y" Ay 
k’ | a‘ \ er 6) 
sin’p) sing 


Try d.tang 


du ° 
e \ ‚7 p EN Ip 
cos? Y ‘ cos” 
4.9 
TR k’sin’p"! Ay 
ro 2) du ° 
= k’cos’gp) cos pP 
Ken N Ip I) Ag 


Es kommt demnach in allen diesen Fällen auf die neu zu betrachtenden Funelionen 


2n+1 
tang” "op, 


ıne?n-+I1 
cos Y 


A" } 'g ’ 


an (unler #2 eine positive ganze Zahl verstanden ), 











2n--1 
2n-1 y d E p 
cos’"tig ? 





cotang 


sin "tig Pig 
A" } Ip 9 sin?” } Ip 


und diese sind sofort aus 


























den den „Fundam.” angestellten Betrachtungen zu entnehmen. 
Ks, ie , ; .. 084 
Verwandelt man nämlich @ in K— u, so geht sing in —Z, und cosy 
: rm 
. Asinp . Eu Sr x 
u =; über und die Gleichungen (1. 5. 7. 9.) nehmen folgende Form an: 
cos?” 
In) .k”"- _ 3 
Ad p 
d?”. c0SgY 2n—?2, cos p an, COS (p 
— Ay 1 g® Ay LAD __ dp \ 1 gm 2084 
7 7” ED 7° 72 Zus Bin Ze 7° ( ur 
2 : IH 
II(2n). —— 
cos"tig 
der. Ip Pr. Ip Br. 44 
er cosp L q® 608 p ı A® cosp u) Ay 
du" ae dur dur | BE  . 


cosp 
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, ö ” ” . sin’r+i, 
AN. II I Fee 
/ \ A" } Ip 
sine .., sine 4 sincp 
d sn dr. f A 
JIg c® Ag | ec” do , na) SINY 
du . ur Be dur id n. Ag" 
r A" 1 IL 
/I Pyye  A 
: sin”tig 
Je Ag I: 
dr. — dan. — de. 
sin y c” sınp ec” sınp ce“ Iy 
due” A un, u [7 ur DE 
Es ist sin am(ay—1., KA y—1l.tangam(w, A). Vertauscht man daher in (1. und 


5.) w und A mit uy—1l und A, so wird: 


9} \ „I?n ' 2n—I 
(2n).k"" .tang””*'y 


In—4t ‘ 
d ‚tang y 





d’” tanoy cıy d?"=?.tangy 
. ! J . - 
du du" 

(dr. cotangg a) d°”’—,cotang y 


N (2) N (rn) 
+J, .—J, langy. 


du 2 
II(2n) cotang”"""y 


oe) d?”—*,cotang ı 
-J - 





du” 


dur 





179 u 
£ dur ae Tr J, cotang f . 


(In (m) ° . . m) 
wo A. und €,” durch die vorhin angegebenen Relationen, J, dagegen durch 


n „ ) 


im) 
3.  =J,_,; 


— (nA 


bestimmt werden. 


k*) 
> 


(m—1) 


Jen 


— (In — 2)’ (2n —1)(2n —3)#JI”T 


Endlich führen 























cos Igy.sin""g. sing. Iy.cos""g. singp.cosp. 1°” y 
auf die Form 
1 IE van | d.cost’"+1ly 1 d.2r tlg 
nl du rn+1 du , +tn+1 i du ° 
sobald +n--1 nicht gleich O wird. Ist dagegen tr —=1, so erhält man 
die Ausdrücke: 
cosy.4dy sing.Igy sinp.cosy 
sing cosp ” Ay i 
welche der Reihe nach in 
> ) UL 2 ) 27 I’: A? 
2: .2 2 ı \ / ’ ) 
kr sın" ( — du / k COS ( —- — du: / — — — id 
/ gr. / sin’y \ Zu ! / cos’y) ’ (7% eu 


übergehen. 


(Der Schlufs folet im nächsten Heft.) 








nn RR en > 
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14. 


Entwicklung der elliptischen Funetion 


- 


HK 9K 9K ei 0 
A* am x.cos*t‘am u? sin! — x [# am —x.dx 
TT J TT ir TI 





0 
nach den Sinus und Cosinus der Vielfachen von x. 
(Von Herrn Carl Otto Meyer, Dr. phil. zu Königsberg in Pr.) 


(Schlufs der Abhandlung No. 13. im vorigen Heft ) 








3. 
v ersteht man unter S eine der elliplischen Funclionen 
. sing cos yY 
sına cos ( Ag lanoo. aut 
f > f > pP; ausYp, äg:? yr 


und deren reciproke Werthe, so läfst sich nach dem Vorhergehenden das Pro- 
duct I gp.cos*'y.sin*gy durch eine Summe von 8, S’ und deren erstes 
Integral, nebst deren Differentialyquotienten nach u, ausdrücken; jedes Glied 
nit einer rationalen Function von k multiplieirt. Da nun jede dieser 
Funclionen S und S? durch Änderung von u und % auf eine und dieselbe 
zurückgeführt werden kann, so kann man sagen: Sind r, s, t yanze Zah- 
len, und ist S eine der genannten elliptischen Functionen, so läfst sich 
A g.cos*’p.sin*gp durch eine Summe von S, S”, durch deren erstes In- 
tegral und deren Differentialquotienten nach dem Argument u darstellen. 
Dieses Resultat ist als unmittelbare Folge der in den „Fundamentis $. 43 — 46.” 
selöselen Aufgabe: „Formulae generales etc.” zu betrachten. 

Die „Fund.” enthalten die Reihen-Entwicklungen von 








1 1 in Ä 
sing, cosy, Ay, N ee ze sıny, cosy, Sy. 
1 1 1 Ay Ay COS sin 














sin’p’ cos’?p’ Ip’ cosp’ sing’ App’ Ay 
nach den Sinus und Cosinus der Vielfachen von x — 5%; und im 26ten Bande 
dieses Journals S. 101 ff. hat Jacobi die Reihe für tangy gegeben, aus wel- 
cher wiederum die für cotangy abgeleitet werden kann. 

Bezeichnet man nämlich, nach Jacobi, k, k', K, y, u, sobald darin g° stalt y 
geselzt wird, mit AO, A, KO, y, u, so giebt die Legendresche Transformation: 
1+h 2K un 2kho® 2ylW —_ ke FOREN, (1+k%)) tang gm 

RBB, n ?’ I+% . S 199 
Crelle’s Journal f. d.M. Bd. XXXVII. Heft 4. 36 
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Wenn man rechts in der letzten Gleichung Zähler und Nenner mit cosy". Ay" 
multiplieirt und die Zerlegung in Partialbrüche anwendet, so erhält man 












































1 sing. AIgp®) 2 siny@).cosyl)) 
langy —— — + f [k Be kO) f . g | n 
1 — I) N cosyl“) Ip“) 
und nach einigen Umwandelungen: 
2WK A d.l.cosp®) , d.l.Ayp®) 
— —e (DD = — - ” 
Ai ET da dx 
Eben so ist 
ı 2Pn IyE) d.l.sing‘) 4 d.l.siny‘®) 
(1-- Ak) colangyp = ——— — oder -colangy = — ——— 
1%) °F tang y) du“) n °, da 
’ ; ä .. dl.cosyD) d..Ay®) d.l.siny®) 
Selzt man in die gefundenen Ausdrücke für >, En, SE 
da dx da 
die Reihen nach „Fund. $. 39.” und ändert 4 in g‘, so wird 
2WK An? . Ay! . BE . 
19. — .tangy — tangır — —T sin22+.-—- sindz — -—— sin6z2+...., 
nt ” 1+y 'i+g 1+q I 
2 a 44’ _. 4" . 
20. —-colgyp — colgr — —— sin? — ——- sin4ae — — sine —.... 
n ” 1-+9? 1+y 1+y 
4. 


Wird die Aufgabe gestellt: das Product I" g.cos*’gp.sin*g, mit dem 
elliplischen Integral 2ter Gattung, nach den Sinus und Cosinus der Vielfachen 
des Arguments © zu entwickeln, so liegt nach dem Vorigen ihre Lösung offen- 
bar-in der Bildung von zweitheiligen Producten, deren einer Factor /I’ydu, 
der andere eine der Gröfsen 5, 8”, deren erstes Integral, oder deren »nter 
Dillerentialquolient nach & ist. 

Es läfst sich hierüber folgender allgemeine Satz aufstellen: 

Während die Entwicklung des Ausdrucks 


>) K 


Fu 





...2K aa A 
A am — x.cos* am -— z.sin*" am —r, 


yy/ 7T 7 


nach den Sinus und Cosinus der Vielfuchen von x, von S, 8’, deren 
erstem Integral und deren Differentialquotienten nach x abhangt, erfor- 
dert die Entwicklung von 


Y K 








_ r r „am 6 - 6 
rr 2 D an Ss y» ı +t, 2K 2 r A 2K d d ‚ya 
I am —— tr. cos" am — r.sın" am — 7. am xz.d.am—-ı 
7 gT st st gt 
0 


aufserdem noch die einmalige Defferentiation derselben Ausdrücke 8, 
I" nach g. 


Der Beweis hiervon soll sogleich durch die Aufstellung der Entwick- 
lung gegeben werden. 
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Fe 


- 





Bedient man sich der kürzern Bezeichnung « und g statt x und 


. sı 


K ) 
und am —— 2, so wird verlangt: 


S ydu, 8 Pydu und dur) Nydu, Bl "pdu 


zu entwickeln. 
Nach bekannten Regeln der Differentiation ist 


m—1] 
; ( Pop du) 

m—1l © 
| 7 Iypdu —= ’ SE. „hihen Iy. 


d u" d u d url 











Differenliirt man diese Gleichung nach %, ändert darin »r in m —1 und addirt 
die entstehende Gleichung zu der hingeschriebenen, so erhält man: 


Fr we Iydu — 




















(dr=S ae 
a’. Sodu! sa". „\ 
dur Be er .—_.s au. d ye- I?« ' 
du? dur = P du 
und, auf ähnliche Weise fortgehend: 
dr. Ss 77 : 
dw" / Iydu— 
0 
mIs./ Span) IP) 
; i r dr! ö Ss 2 d. Id um? nd Fr < dr | d IS, y\ f 
du" dur! r du ar% dur! 


worin auch offenbar S’ durch S? ersetzt werden kann. Durch diese Trans- 
formation vereinfacht sich die Aufgabe auf: 
1. dr.S 4? dr ,S? 


dum 95 du” EZ 
1. S./"Sydu, SL ydu. 


Jeder der Ausdrücke: 








d”®.S dr ..5? 
dur?’ dur 
kann durch eine Summe von Gliedern von der Form A.J” g.cos* p.sin*'y 
dargestellt werden, in denen A eine ralionale Funclion von A ist. 
Setzt man nämlich S = sinp, so wird: 


d.singp 
I — 0059.49, 





36 * 
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Fi — — (1--k)sng+2Kksin’p, 
) 
d’. sin Mn 2 tn? 
5 = AtR)eosp.4p+6K’sin’p.cosp. Ay, 
ne — 4(1-4-A) AN sing — 20 k’(1--R)sin’p-1-24k* sind yp. 


fortgehend läfst sich 
Prril,sing Pr.sinep 
— 1d . 
du” du?” 








durch folgende Reihen darstellen: 





i Prtil,sinop (0)  < 2). | 
21. — Tan  —— &n „C08 py.Ap-- a, sin’p.cos y.I4p--e, sin’p.cosp.Iyp-i »-- 
- 
+-sin”g.cosy.IY, 
As Er sin () . f a a re Bi ur 
22. Te Pr sinp+Pn  Ssmp-Pn -Sin’py- ....+ß, ‚sing. 


Y ® h) . (pp * 0) n) 2 j 7 1 
Um die Coöffieienten «@, ....c, zu finden, bilde man, analog mit (21.): 


err — e,_1.608p.Ap-al_  1.sin? p.cosp.Ip--ao a 1.sin® p.C0sp.Ip-+r... 

‚tel sin” g.cosp.4%, 
differentiire diese Gleichung zweimal nach % und, da die Seite links in die- 
ser neuen Gleichung mit der Seite links in (21.) übereinstimmt, setze man 
ebenfalls die Coöfficienten von sin”g.cosp. Ag auf den Seiten rechts einan- 
der gleich. Dies giebt: 


a 2PIDR -AP HN AHRE +2 NAPH DEN” 
Eben so. die Fer RB 


d"—,sing 
du"-° 





(\ . rn n—] In— 
— PN. sing - Mi sin’gp-- >. sin’p-+.. 4. A sing 


n—1 
zweimal nach « differentiirt und dann mit (22.) verglichen, giebt: 

BE” — (2p—1)2p.R. BT —(2p-+1)A 1R)BP,- -(2p--2)(2p- 3), 
Ferner findet sich leicht: 


d.sin’y 


— 2sinyp.cospy.Ip, 








du 
d’.sin? ' 1.23 auV. 19; 
"RR 2 — 2—-41-R%)sin’p--6Rsin’y, 
d’.sin?’« ie Deal 
A u — 8(1--A’)sinp.cosp.Ip-24Ak’.sin’p.cosp. Ay 


u. S. W. 
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Hieraus folgt 


PrtHl,sin’p __,0 (1) 23 u. u 
Ta Yu »Snp.cosp.Ap- 7. »Ssin’p.cosp.Ap--y, .sin’p.cosp. Ip «-- 





Fr Ya sin”''op.cosp.IY. 


d?" .sin? pp __O LO 2 SD and! (e) m 
0, +6, .sinp-+Jd, .sitg-+....-0,".sin”p, 


du" 





(p \ . . 
wo 7,” und Ö‘” durch die Gleichungen 


y =—— (2p- 1)(2p -- 2) ae zer — (2p +2) 4 IE )y@ - (2 12)(2p-+: )yP . 
IP — (%p—2)2p—1)R OPT’ — (2py A RIP, 12pt1)@p- 20,” 


( ’) ‘p) MP . . 
bestimmt werden und «a, A”, u 7 a sobald p > n wird. 


Durch Änderung von % a k, wie es in ($.1. und 2.) angegeben ist, kann 
aus sing und sin’yp jedes S’ und ‚S” hergestellt werden; weshalb ich die nähere 
Ausführung übergehe. Hiermit ist also: 


u dr „Ss? 
dum 4 F und du 








92 177 
auf die Form A.I="g.cos""y.sin*gy gebracht. 


d. 


is fehlt noch zur vollständigen Lösung der aufgestellten Aufgabe die 
Reihen- Entwicklung von 


S./"Py.du und 8." Pydu. 
/ / 


Auch hierzu sind die Anfänge theils in dem Werke „Fundamenta nova” 
enthalten, theils später von dem berühmten Verfasser desselben ausgesprochen 


worden. 
Das elliptische Integral zweiter Gattung / "44 du bezeichnet Legendre 


0 
mit KE(g): durch die „Fundamenta” ist statt dessen Z(w) in die Analysis ein- 
geführt worden, so dafs 


2) = FEW IH. 


> 


N a7 2K pd . hj . 
wo E—/ Aydy, u— ——ı7 kr" = gesetzt ist. Erhebt man diese 
0 0 


Gleichung ins Quadrat und differentiirt sie nach a, so wird: 
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2 KN? 
d.( = 
du 
„ITaEN _ Pe 2E ‚ 2K 2 Es ‚2K 2E r 
2(—) Py.E(y)-+ - ) u .(p) — — u.lfgy. 
und daraus: 
d. 23 ’(w) j 
2E 2 2K 2E \ 
PR. 2 2E nn zu u)—-2 . RK, 0.20. 
du zz st st 


Der 47ste und 48ste Paragraph der „Fundamenta” enthalten die Reihen- 


2 a 2 KEN 2. 
Entwicklung für — Zu) und (—)Z (u), nämlich: 





























er zu) x A sin? c-+ sindet sin6c+....), 
I te dem 2 er | en Henn 
8), a cos?2c-+ EM cos4x -- en cos6r-- | 
Sne cos?r-- n- reosaac+4; ‚x rleos62+ ae A 


so dafs ef fy.du auf die verlangte Weise zZ ist. 
0 
Ich werde nun versuchen, IS. KE(g), oder vielmehr S.Z(u), einen andern 
We einschlagend, zu entwickeln und denselben auch auf S°. Z (wu) anzuwenden. 
Hierzu ist es nöthig, auf die in den letzten Capiteln der „Fundam.” aufgestellten 


Reihen und Bezeichnungen näher einzugehn. In den Paragraphen (63. bis 65.) 


findet man: 
(2) = 1— 29.c0s22-+-24*.cos4.2° —2g’.cos6c—+...., 


























& .. . ! 4 
H(z) = 2yg. By; (opera "+ .sind9r—. 
/2WK 2 
9(0) — —), O4) = — Y( u er _ ek), 
u EZ 2. Ge |; 
N In [ u en si « 7 & m y k () (x) bo) 
u: „au ._ 0. 4/W Hi(c-+4m) 
cosy = te BE Ye = zT’ Of) 
- au.» __ 1 Krtın). 
Idy = dan— a = yK. 9) 
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‚ az . a i i 2 
(x) und u ist hier statt der in den „Fundam.” gebrauchten Zeichen or 


tzt worden. 











Selzt man der Kürze wegen O'(x), 02)... H' (2), H"(z),.... stali 
d.I(x) d’.G(ır) d.H(r) d. H (x) 
dx ? 77 A ee BE 
so ist 
2K. u 
——..Z(s2) — £ 


ji o[ ?K ’ ö ü i 
z(u) — 2 — x) soll im Folgenden durch Z(x) bezeichnet werden. 


Herr Professor Jacobi hat nach dem Erscheinen der „Fundam.” in Be- 
zug auf O(x) und H(x) zwei wichtige Bemerkungen gemacht und dadurch 


m 2K\? i 
die Entwicklung von (—) .Z°(&), welche in dem genannten Werke durch 
d 


Multiplication zweier Reihen gefunden wurden, sehr erleichtert. Es ist nämlich: 





1.9 (.x) d.11(.r) 

(- " Bm ( , ) zu BE En, 

(2) = 4g* er H (x 1y ee; 
wovon die Richtigkeit aus der Differentialion der Reihen für O(x) und Hix) 
RR (2) . 
hervorgeht. Multiplieirt man den Differentialquotienten nach y von cn mil 


— 49, so ergiebt sich 

















9 (x) 
A oa) _.._ 44 ‚d.O"(s) # 44 9a) d.O(r) 
u dq Er (x) dy 4 (2) (x) dq 
' 

und da —4g: u - — 0x) und —4g- EI) „ — 0"(z) ist, so folgt: 
d I (x) d. (a) 9" (x) 
9x __ 9") _ Ma). a) | 9m 79m 
A TRETEN IT Te 


Auf dieselbe Weise ergiebt sich allgemein 

Rn Re) 

GI _ in 
dy rn dx 











— 49: 


/ .\ [2 


; aÄ\N 
Die vorletzte Formel führt unmittelbar auf die Entwicklung von (—) .Z°(&) 


! 
denn differentiirt man rn zweimal nach x, so erhält man 
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I) 9" (2) 9 (K)\ 
„Gl u 4 . 
"0 _ En En) 
" 77 dx dx 2 
9" (x) 

(x) 
und. für den gefundenen Werth gesetzt und .e Z(x) statt 2 - ge- 
schrieben, folgt 

a 2K <K,. 
d-(—-) :Z* (x) a d.—.Z(e) 
Eu Alpe "Ser 7 





Multiplieirt man diese Gleichung mit dx und integrirt zwischen den Grenzen 


2K\N —. . 
:O und 2=r, so wird, da ( en ) -Z’(®) für 2=—=0 verschwindet: 























LS ee 
(—) 2) 
> ‘ 
J P Z(&) aE.zi r) da.z) ') 
7T cz CE . % hr f 
es ind F dx .- -[ pr ER 
wo e die Bedeutung hai, dafs z in un oleich Null 
da ” dr u 


x 
oesetzt werden soll. 
Dieses Resultat führt auf die den „Fundamentis” entinommene Formel. 


2K _, 
sobald für — -Z(ır) die Reihe 
7ı 


J/ 


1 I sin? — —sindr- nn ee sind. —- te geselzt wird. 


6. 
’ BiR.u 2K 2K 
Werden, der Bezeichnung ——-Z(&) entsprechend, > R(x) und SZ.Re) 


! 


I'(.r) aaa . \ 
statt — — und dessen Differentialquotienten nach x geselzt, so werde ich. 


HA(x) 
auf das Vorige mich stülzend, die Richtigkeit folgender Formeln beweisen: 
u „SRH "3 2K E 
3. za) + 2-2 Hm)+ 20) 2.Ze4 4m) 


9"(4n) , 9"(0) 
Ya) | 90) ’ 




















) 2 ’ 
2. 2.2’(@0)4.R'(@)+]7.Z8) x)\ 
[1 7 7 , 
F 
gas H'"(\ rn) L "(A n) f 
" Hin) | O(in)’ 
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>. za) +8. R (1 + Z(a = Z.R(e- 





25. 


__ A"(4n) , 0"(0) 
Han) 760) 
Beweis Es ist nach dem vorigen Paragraphen 


7t) = 


H(x) — yk.siny.O(T), 


Dan. 
(x PB: 


Di 


P77] :-Ip.O(r), 


w 


l 


y Ä 'k , 
H(x L ln) — N”, -C0SYp. Or). 


Man bilde von jeder dieser Gleichungen den ersten Differentialquotienten nach z, 
nemlich: 














[ , k”" 2K V/p\ 
0 (2--In) = — “7 Aarran singp.cosp.I(x)- 71 419.02), 
26. H'(x) — -+ yk. > Ce p.49.0(2)-+ yk.sinp. Oz), 
H'(: | 1 PR lk 2K Zu . | D) i 4‘; \ 
(2-4 1) = — | + snp.Ip. (2) - Yr 5 copy.) 


Dividirt man die Seiten links und rechts in den drei letzten Gleichungen durch 
die entsprechenden drei vorhergehenden, so wird 











2K » 2K sinp.cosp , ®K 
J r a RR 1 Ze =. 2 ur es ne 2 a8 R 4 f; .\ 
2 Z(z > 7t) en Y ey vr | 2 Z(a 2 
y f 7U 
” 2K 2K cosy.dp , ?2K 5, 

27 —.R(e) —_ LET. Ze), 
TU mn sing st 
2A R(x R® 17) nn 2K sinp.4Ig +3 ge) 
zu > 7U coSp zu 


2K 





Man differentiire une dieser Gleichungen nach x und führe statt Z (x) 























2K2E . 
seinen Werth >34 ein, so folgt: 
2W Kx\’ 
<K nz .2K eE' 
ee 4 — 0. A 
FRI TFTTTE TS 





an 

















2K ) | 2K 2K :E 
R (x *) PRATT, sin’ gi ( 7 st 7 ? 

2 h' 3 
RN ey (are) _ Bu 
nt (73 le cos’ p n ° 


oder 
Crelle’s Journal f. d.M. Bd. XXXVII. Heft 4. 37 
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BE. ; 2K , ( ZEN? 4" P a 2KkK 2E 
Tolle m Ze 19=(G ” Fa Dh =” 
‚an 2E 2K \ı/?2K 2K 2E' 
) u En 2. re Sr 
. ı Be gt R (=) (=) z sin’p- 49,7 | (5 ı nn‘ 
2K , 2K ! f 2K r% Jr? m) ) | 2W RK \ 2K 2E 
—_— —— 0 [ Due l 7 \ — mise dei re | —  — $ m 6 
m 2) Raw 3m) -() cos’p | 2 I ( rt an 7 





Die NER (27.) nehmen die Form 




















yes 2K Per 2K PRERTERTWELSN 
- Z 7 Z(a {- Ur) ( ie —(- )-{4 en! 2 Popl-4H--k )( - . 
eK, <K ig 2 2k K\’ 
20) \ )_  EN— — x) nn in nee I j- — 
29. Kr Zx) . Ri)! (& at | az‘ "y = 
Tr oa N? f2Kety Me 2K K 
tz u 2 ” a 5 a Re au 
an. Auf der Seite links in den Gleichungen (28 und 29.) stehen Ausdrücke, 


die in den zu erweisenden Gleichungen (23. 24. 25.) vorkommen. Setzt man 


sie statt derselben, so heben sich alle von « abhängigen Glieder auf und es 


bleibt als identisch zu beweisen: 




















o„ 2K2E'  O'ın) , 0"(0) 
“ PR). ( Pe nn n  Gan, 90) ’ 
30, (Dre. er ee 
nm Hin), | Ol(4n) 
e „SEN 2K2E' Hrn), ©"(0) 
ann  Hün) 00 
Es ist: 
d I (x) 
2 RS 2K 2E O9) _ Mar) Ola 
RN in 7) ei a a a 
Q' r *) . . . n 
und da un, für 20 und ze=1!n verschwindet und /Y in 1 und k 
übergeht, so wird: 
(>) 2K ni ..  ». 
21 gu 90) 
ur B- 2K2E  O"'(tm) 
On) 


Die dritte der Gleichungen (26.) nach x differentiirt und dann 2 =0 ge- 


setzt, giebt: 
/k 


„ \ ki 2 K\? un ff 
Ham) = Ya) 00 + 90); 


und hieraus folgt: 
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H'" (Ar I" (K 
2 = -Dtsm 
oder 
26 H"(in) 2K?RE 
a 


Vermöge der Gleichungen (31. und 32.) sind aber die (30.) offenbar iden- 
tisch. ©. e. d. 























Führt man in (23. 24. 25.) statt Zr), Rx). .... die Ausdrücke 
von (x) und //(x) ein, so nehmen sie folgende Geslalt an: 

O9") , 'kat+tn) 5 I). attn) _ "Un) , _9"(0) 
x) ! Ola +4n) Ar). IYattn) (43 1) ' 90) ’ 

39 9" (.r) | II" (x) Ai, I (x). H' (x) 2 IH"'(}: A O'(: nn) 
9%) '  Hia) ” —O(x). Hix) Hiın) | Olın) 

(a), F H'(c+3%n Buy ‚9a).H' (+30) or ee 9" (V) 

ax) ' Hixc++n) x).Hix+4n) Hin) ' 90) 


und lassen sich auch unter dieser Form beweisen, indem man die Gleichun- 
gen (26.) und die kurz vorhergehenden zu Hülfe nimmt. Doch dürfte auf die- 
sem Wege die Rechnung nur weitläuftiger werden. 








’ ’ ’ e u 2K 
Diese drei Gleichungen dienen dazu, das verlangte Product S-—.Z(x) 
(unter ÖS eine jede der Funclionen: 
Ay. coSsp. sınp, u : MM. : 
Iy cosp sinp 
sin I cosp Ay 





langy,. colangy, 











Ay = sinp u Agp’ cos 
verstanden) nach den Sinus und Cosinus der Vielfachen von x zu entwickeln. 


Multiplieirt man nemlich die erste der Gleichungen (33.), nemlich 





























9") , lat) _ 9 I). (a + 3m) O"(4n) , 9" (0) 
ar) ! Ola+sn) 7 O0). Ola++n) lan) ° 90) 
mit 9(47).9(0)- Ee ‚> SO gelangt man leicht zu der Form: 
- Oo" (‚r) a Pac +tn).O' (a 
9(ı7).00):.12.—U_ 2. | a) 
(2 t) 90 12 xttı) 2 O*'ac+4tn) ı 
yr \ (x) 
un FE Lır\ 9/ LO"(O).€ Me. 
—= 10 (47).0(0)+ 0 (0).0 (4); Datın) 
| 9" (x) "(ce +4n).a)) 
IQ = 2 u 
Di je Ale ) OHrtin) | 


37 * 
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1A. 
Die Seite links in der Gleichung ist: 
(-)' ( » 
d.194n)90)- a) | 
I. xr+tn) 
dx 








E 





welche nach den Bezeichnungen in ($. 5.), nemlich 





>K 


IA ') : 
Zt 2), Ay=ı K.- O2) 





Tt 


I (.r) om 
em) 90) —| 2 h' A 





In 
LK ‘ 4 
(2k K 1 ö 2 R .Zx\ 








übergeht. Die Seite rechts in der 


d.9(x) A . 
auf die Form 














‚ Ha+4n) 


Gleichung wird durch 


Anwendung von 





be) 




















A VEN PH het. .i. 
(DT lq dq 
9 (x) 
1.9(} I(0 
kr am IN Grete) 
/ dy . 
2C’K 1 
: n 4er 
gebracht werden können; wofür auch —4y-— - — geschrieben werden 
( 7 
kann, und man erhält 
J' (x) (x) 
(- (A y z 6 ) . m: 1 7 ) 
udn: iur ad 2 (x-+4+n) EN: 9.+ 571) 
rk}. ER. 
dx dq 
WR IE 2V K 1 
d.) .Z(e)\ d. —— 
9r Ur 4y st ) . Ay 
35. u .— En > _ ) 4° — ‘ 
da dıq 





Eben so 





H{ 17), I 7)» 9x) 
\ J Ww- / H(x) 





mulliplieire man die zweite und dritte der Gleichungen (33.) mit 
x) 
und H’An).O(0)- 
" Hkw+37)’ 




















so gehen sie über in: 
r) 9 (x) 
BR | d.H(4n).O (An): nn Rd m d. Ham) 99) zn | 
dx dq 
d.H(4n).0(0,.— I) d.Hıa).00. 
“ Hi(r-+4n) Su 2 Hay) 
u dy 




















oder in: 




















2KR 1 2K 2K 
ni d. En 
38 z sing st Lee: , —2y zn sing 
dx da 
2A 1 2K 2WK 
d.) R —: NZ) PEL B 
39, ı 8 cosp IT Ben —2g- st cosp 
dx dy 


Nach „Fundam. 8.37.” geht, sobald man y mit —g und x mit 17 —.r ver- 
tauscht, A in 4. K und sing in cosp über, während 





2 ER ( nr  - ’ .. u 
DE) = 41-1. sind:e + I -sindx LT .sin6z - er 
nz 1—y 'i1-g 1—q" 
. 2K „ # * * r * y 
in a verwandelt wird. Durch diese Vertauschung kann die For- 


mel (39.) unmittelbar aus (38.) abgeleitet werden. 

Für das Folgende ist es nöthig, den Formeln (34. 36. und 37.) eine 
andere Gestalt zu geben; durch Anderung des Arguments &. Es ist nämlich 
nach „Fundam. $. 62.” 

/ N 5 Vi / 1 \ 
y-1.H{z) = yg.e .Oac—4lg.y—i), 
4 / , 
yv-1.0(2) = yg.e‘"’".H{z—4lg.y—1) und 
Bi u u ae 
Iac-+n) = OR); 
wovon die Richtigkeit einleuchtet, wenn man für 9x) und H{ax) die Reihen 
einführt. Man setze in (34. 36. und 37.) der Reihe nach z-- 47, 2 — U!y.y—1. 
e—4lg.y—1-417 statt © (wobei jedoch in (36. und 37.) vor der Substi- 
tution die Differentiation nach 4 in die nach x umzuformen ist, weil .r sich 
um eine Function von g ändert), so erhält man 






































“ 9 (x-+4n) £ : r+tn) 
d:G(4r). © (0)- d.) En h d.I9(An).9 (0). ou) 
7 en Ben 
H'(x H(.x) 
10. 2 d.Han). on.) d.H 4m). oda) 
dx Ban dq 
m, H(x-+zn) 
1.H (4). 9(0)- 
1. H(ı.) 90) H' (x +%n) > Aal Y (a). 9(0)-- (x) 
d. a0). { 9 (x) nie / dıy 


Differenliirt man zweimal nach x die bekannten Ausdrücke 








#. 
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1 


so ergiebt sich 


2K 
_ 
ed“. _. 


-c08Y 


dr’ 


und mit Hülfe von 


2K 


7 


d-) 


(2 k R 
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2K 






















































































u \ OKr+n) 
9 = Am. 00) Sn, 
2k RK | H (x) 
np = H(l O(An)- . 
Fa 2 EU 
2 kR 7 
ng = H(4n).0(0): u - N 
(- ER fa 
d.9(!n).9O (0). E ie > — d.O(4n).9(0). Ar an . 
ee dr Eat: da . 
H' Hi). (r 
d.Hi&a).O(&ı). En d. Ha). On) 
da T dx n 
! r ı o \ ‘| . 
d. H(ın). IV). ae) Hm). 00, Lie) O (2) 
Ir) 
ui dr nen da 
(40.): 
2 9 ji 
— Ay n, Zi), d. =. -Iy d’- K Ir) 
‘ 7T 
de = u 2q dı yigg er" 
9 WU 91. dr 
-singp: = Ze), .a . Sin d’. en -siny 
we 7 NE: ) h U a: 7U 
da ” dy da’ , 
2K 2kK RK 
—— (051: -—— Ze) d. Et .. Et 
4 qq Ki 
ET T .. dq dar’ 
S. 


Der im vorigen Capitel eingeschlagene Weg. 


welcher zu den 


For- 


meln (41.) führte, versagte seine Hülfe, sobald man ihn auf das Product von 








A« sind cos Aw 
tangg. colangy, — r . r 4 | / 
: ” sıng A Y A f coSsy 

zu erwarten war. man werde eine von den 


weichende Form des Resultats erhalten. 


Es 
H' 


2 


milk 





OS. 


2 -Cc0S@Y. ()/ 3 


1 


I: 


abgeleiteten 


mit Z(x) anzuwenden suchte, so dafs 


Ausdrücken ab- 


v)—- yk.sin p. 9 (x) 
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Dividirt man die letzte Gleichung in die erste und multiplieirt den Quolienten 
2K 





























mit der Gleichung 9(0).O(1z n)= — yk, so erhält man 
nn H'(x) . K 2K , 
(- \,O/ir\. u 1 BE —: Li 
I(0).O(4n) Ha+4n) = Be, Re. ‚lang p- — Z(a 
und, nach x differentiirt: 
r 1 \ En] HK (2).H’ix +}n) } 
12.  0(0).O0(An)- Ras Hrerın) 3 
2K j20 "KK, 3... 
. 2uK m #9 ” d- - ‚langp- —— Zw), 
4 Or dr | dx 
Selzt man in 
oO" (x) L A (x + N 7e) h ‚IKa).9 +} 1 gt) 2 O" (4 gt) 9" (0) 
x) | Olax+4n) 8). nz r+in) Ola) | 90) 


2 —3(lg.y—1) statt x, und berücksichtigt die Gleichung 
(2 —+1lg9.y-1) = y-l .yq ‚ev Yı, IH (a), 
so ergiebt sich 
H"(a) , H"(@+3n) 9, Ha). H'(c+4n) _ @"lin) , 9") 
Hix) " Hix+4n) H(x).H(x+tn) Oln) 00)’ 


und hieraus, nachdem man mit O(17).0/0)- u multiplieirt hat: 
2 \ Ha r-+%n) 























"(x I» ' a 
es H" (&) H' (a). H (a4) 






































NHkc+4n)  Hiatin) ) 
H" (x) H" (2 +37). H(ir) | 
: O4). 0(0)- . n 
1). (Hiatsn). H’(c+$n) 
wer. De a H(&) 
--10"(47).0/0)-+0 (0,,0EM em 
oder 
1. 2WK 
m; A EEE li 10 
947).0 (0)-| Tr (x) ER | (2). Hat) . er oT "59 
(e+ 477) H’(a+sn) \ dq 
Mittels dieser ee geht (42.) in 
2W K ER 2K 2W K 
2. d.\ . langp-——--Z(@)| 2WK d.— nn Ay . d. ‚tangy 
dx E- se da ii & dq | 
über. Man verändere = und 4 in 47— x und —y, so gehen A, sin p, COS, 
2K __ a AI 2 
I, 72) in KK, c0sY, sing, Er 2. /(x) über, und umgekehrt: 
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also ist 
‘% % re ‘ i ‘ 
\* - „HI 2K 
d.  —-colangp- Ze) d.—— Ay d- — - cotang y 
14 Mi zu "re j 2K 0 g, 7t | 
. dx gt dr / dg 
Endlich kann die zweite der Gleichungen (33.), indem man +4 statt x 
setzt. wie folgt geschrieben werden: 
9": a), H'latsn) 9 Vlatan).H'(a+3n) __ H'Ga) , O'lan), 
O(x-+zn) Hix-+%n) O(x+4sn).Hixc-+%n) Hin) !' Ola)’ 
welches, jenachdem man mit 
, \ Ha . ‚ TI (x 1 qı) 
O(ı1n).H(in). 2") oder On). Hlın) 22 
. - w+tn) u Hia+4to) 
multiplicirt, die Formen 
d 2kK coSy 
H'(r-+!n) I (2 —+4n). H' (a +5) ’ nn 4 | 
lo In). H(4a)-) On D2 Eu = — 29: L, 
\ . “7 KL Ola-+In) Ola +5n) dy 
15. . 
d 2K Iy 
N ]] mw ()! u 2 ! r BERN, £ a Tr 
I. 1). HG: 9 Br BuL Yan). H'(c-+3: N —2- rt cosg 
me ’ t Hirn) he (2-Lin) dı 
annimmt. Aus den bekannten Formeln 
Hr} h .cosop.0(a H(x -Yk.sing. Of 
id > | 77 c059p-. } (T)=] [- 
O(xc-IAn) = —:Iy.0(E 
en } 
finden sich leicht die Quotienten: 
 H(z-+4n) 2K 2RÄK . 2kK cosy 2K, 
H(ın).O(ın) LE _ — EZ, Zn), 
’ 2 Jx+3n) qu gqı gu Ay nm R 
| (x+n) MEUBE .-: , BR ER. 
H(An).O(4 a — — — .. sing -Z(e). 
- 2, Ha gi gt Ä 7% cosy ’ 


Dillferenliirt man u 

















2k ‚Os 2K 
er p u 
or Ip qı u; 
16 dr Ki 
1% 
| 2K 4 2K ) 
.\2K. 40 .2K,y. 
|‘ In cosp nm Wr B 
\ dx M 


und vertauscht man hierin g und 


dieser Gleichungen nach =, so wird mit Hülfe von (45.): 























zZkK 2kK cos Y 
5 d.—— - sin p d- 
* RK N _9 gu Ay 
Ju dc 1 dq Gi. 
2k 2K 
or I. — . sing d. 2. 
<hR gt Fe. PR m 4 cosg | 
7ı dx 7 da ’ 
mit —g und 47 — x, so erhält man 
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(kW K K ‚Ssinp 2K ah RK „.zhN K sın Y 
le nn Zi te En 
47. dx i - gu %. “ Ban 
d.) Eu — . Rz)! in BEE. opt d. - > 
gt sinp 2. 2kK gu EN nm sinp 
A dx Pe gu dx u. dq 


I). 
Die in den beiden letzten Paragraphen gemachten Entwicklungen lösen 
die Aufgabe: 
> . . u. u 2 
„I: —.Z(x) en Reihen nach den Sinus und Cosinus der Vielfachen 
Te } 


von x darzustellen.” 
Integrirt man nemlich die Gleichungen (35, 35, 39, 41, 43, 44, 46, 47) 
nach & und sucht die Constanten, so erhält man 

























































































„ZUR 
Pr. e 
aWK, 1 17 RER R gu = z de, 
TI Ay m dy 
© 1 
2K 1 2K re 
BEL PRSERERN du ai ER 
an Sing n j dy 
z, AK 1 
2K 1 2K RR 1 cosp 
. i : -Z(x) — — 2y: ’.dx, 
nn C0OSp m dq 
2 Pad 2 r 
a *d. Ms d- & Ay 
>, /K R Z(2) = —2ı — — 
m / —. / i dx dx 
ee IE 
1. L7 r f ‘ ) p 
2kK . 2K__ z ’ 7 > 7 
——p Ale) == 24 / ar” dx — Ze 
“d Er COS d id cos 
2kK 2 KR u Br P 
. Ve 7 ——) u . . ö nee —_, 
(@) 21 dq vn dx | 
“d I 
2K' K 2K st 2W' K 2K 2WK 2K 
—— li De . Ze —— Me nee 
ot lang p- uhr °g- dq Ir — 7) zu v7 zu gm” 
r d-—— :-colg ' 
} ” 2 \ «dc e Sf 2 ‘ 5 
ER ootgp:2&.Z(e) = 2 f _— . dic -' K ‚eK, PAR... 2 A 
zu . 7 dıy © 


Crelle’s Journal f. d.M. Bd. XXXVII Heft 4. 38 
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x] 2kK cosy 
2KkK cosy 2K „,, nn Ay .@K 2kK . 
. —_. —— .Z(2) = —2g: .de- 
= FU ( 24 2% dx - sing. 
vd 2K Ay 
2®K Ay 2K „, mn cosp 2kK 2K . 
Bi iR SE 24: u Pr / RK Bi. g. 
7ı cosp au dy gt 
r qzrER, sin 
2kWK sing 2K „_, | RWK 2kK 
PARTS Eh Y . .Z(a Isa. 2y- IE Ay de v v 084 i 
gt Ay gu | dq gt 7c 
x Ay 
2K ia. IE „, . a si 2kK 2kK 
— Pr j .Z(x) En uf I "sin p ‚da ı j v COS; 
rl siny dq zu gu 
wo nach den „Fundam.” zu setzen ist: 
2WVK 1 4y 4 4° 
—  —— m I ae Fee 
. er tg: cos? - [7,0042 Er . 
2K l 1 4 u 4° 0 4q’ ’ 
— — a + singe 1 SNIL-+e... 
ww Sing sin.a 1—y —1 | ‚ 
KK 1 | 4 4q° 4° x 
_—— oo - — l Ss 1 z C0SIL— / ;c0Sy) ee 
SQ cosY cos.a I+y 1-1 1+4 
2K 4 44? 4q° ’ 
—dy tz .co2#+.T-, 008424. 0862 + ...., 
rl +9 Er 144 
2RKK . 4yq . ‚ dyg’ j ‚ 4 
sing — nn sind — —T .sin32- Ir -Sndc-+.. 
gu 4 1—q 1— 1° 
2 2hkK 4 4 4 'q? ‘ 4 R - | 
— + C054 IT,.cosc- —_T .cosdx- Tr COSIL +. 
gu ' I+y 'A1+g 1-+q’ 
2W K 44? ‚ 44! u +; 
—— .tanggy = lang x — —T_.sin2z rr = — sind — sin 67c+ . 
gt ul “ 1+g 1 + ! 1+q 
9 4a? 2 4q° ’ 
= .colg y — colg x — Ih ME 7 NE sn — ——  sinb—...., 
nl u. 1+4° 1 FE 149g 
2ER cose Ay Ay? ; 4yq’ Ayy‘ u 
IE u I eos — (T .cosdr-- IT .cos2—- (N cosTtc+.., 
gt JIY I—y 1—y 1—y 1—y 
2K 4 l 4 4q° 4q?’ 4q' 
sen. sc Me .cose — ——.- cos3r -- T_.c0s2— — 00572 + 
zz c05p cosp '1—y nißr.. 1—y 1—y 
2khWl sin Ay 4 /q 4 a q 
wenidhantuun. ZN 1 - SEE T singe 277. - SINIL — erN. sintc +. 
zT Jg i- +4 Fi mL 1-+4g' 
aRKı 29 J 19 sin sind INdC — 77 sind 
on sıny sın.xc Bw 7 Ber ee are e 1+7' z "u 
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10. 
4 . D .. . u . yo 2K 
Schliefslich möge noch die Entwicklung von m —-+Z (x) folgen, von 


welcher im Vorigen schon bemerkt ist, dafs sie wesentlich auf Mel F -Z’(x) führt. 
TUT . 


Für den letztern Ausdruck hat Herr Prof. Jacobi zwei Lösungen. eine davon 
“ 4 . . » K s . ® 
in den „Fundam.” gegeben, und es scheint, dafs ec -Z’(x) darin seine 


‘ 


gröfste Bedeutung hat, dafs es auf die Entwicklung von ; 2. 2%. 72) hinleitet. 
Et 





Differentiirt man die Gleichung 


“"/(2kK 2  2E 
/ e -sinpdae — (- .. Ben u PEN... 
’E 





/LA 





J 


0 


in ca ; 
nach x und multiplieirt sie mit — Z(@), so wird 




































































d eK Z(a): 
SEES... BE, 2K 2E) 2K ,_, IE re, 
Jin Ze) =7 Ir: Keen It Kara zu 
und mit Hülfe der früher abgeleiteten Formel 
| 2 2 
Sn 78)\ ara. Z(x d’ Er -Z (x) 
zz N 7T u 
dx ä dq 77 
folgt 
/ Ber  . IE, 
=> ) sın pP: — Zr) 
2K u 
ze, ze 
» nm a) m 4 dy ii u 7 
und hieraus 
(me), 
48. } “ 
| re 2K, ER - 
| (8) 6 2. 2K , ER, koke Er enge 
TE 7% Z / / dq 2 dr 
(== m P9:"&.Za) 
Ä IR 2 <K, . 
er) 2m 2K want. Fr: -Z(&) ern 22) 
| Ber n Rn .R ü dq : da 
2E 
wo offenbar >} A. = m.2. (O) ist. 


’E mn 7E 
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Differentiirt man die erste dieser Gleichungen (48.) nach ©, so wird: 
























































2kK 2K 
d: al -). -sin’p-——-Zla N 9K 
PIE. Sg SO Ad (0): be Kıyz 
dx gU 7C 
KN? 2 2KkK .. 
a.)72.20- (FR) sing) d’- er - sin?) 
De: u. . 
| 2q dy ı 2 dx? 
DEN Hr: ch 4 s i 
Hierin werde ( sin’ y und ER.Ze) durch die identischen Ausdrücke 
er „ H?’(&) I (x) n 
(177). (In). ZI 
H’(IAn).O' (In). CHE d CIES ersetzt, so erhält man 
ci H’(x).O' (a) 
i 2/ı 2/1 E 
” H’(ar).O'(zR) 0 
dx 
se 
d. -Z' (0) “ 
w7. sy ı 4 _RK „, \ 2/7 \ 271 H’(x) 
Fe (VO j -2g: - 7 :Z (0). H (4). Fr) or 
d.H*an). Om) d’. H’(4n).O’(47)- A 
-9a- u A © 
2g dıq - dx” 


Das letzte Glied rechts in dieser Gleichung (die eine Differentiation darin aus- 
geführt) geht in 


H(x).H' (x) m. HW).o (a) 


— H’Gan).O’G4 








d.YH°’(4n).O°’(in)- 














Ha) _ 92) 
dx 
über. und man erhält: 
d- (in). 0’): Ha). H'(x) a.2&.20 
I’ (x) un > .z' (0)! 19 nt 
dx wi: ı TeF dq 
2 Zn 
’ d. H’(in). ©? 
2 K ar BE = = (#77) (3 A) Sr, x) | 








BEN a... 4 \ L ), "| ry \ 
.Z’(0).H°(4n).0°(An)-Z 7 


Man bringe die Differentiation nach g auf die nach x und setze dann 
e—4lg.y—1 statt x, so erhält man durch Anwendung der Formeln 


9(2—4lg.y—1) = y-1.g*.e* Y.H(&), 
H(xc—4lg.y-1) = Agter tr. (x). 





ol 
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aus obiger Gleichung folgende: 














u au Ir). (vr 2K 
d.H’(in).O’(4n):- nn 2K „a 70 
dx ” 1 2 O8 7? dq 
en E 9° (x) . u Ya) $O'(x) Ha). a) 
). Han). OA) 21 Man). gan) 2%. a EEE. 
am.0G®) A u Hi) } 





Hierin für den zweiten Differentialquotienten nach x den ersten nach y ein- 


geführt, giebt nach einigen Umformungen: 


2K 


\ 2K ) ' 
d. (= )- sin? p st 70) 5 .z2'0 2 4 nn Z’0 
dx u > ( )+ I‘ dıy 

















„"& yo 
u... .Z' (0). C=)- a — u” ‚sin 


und endlich, auf beiden Seiten mit dx multiplieirt und für x zwischen den 


Grenzen O0 und 4:7 integrirt, ergiebt sich 
2K | 
1.2.2 (0) 


, . ( 
20) +2 —| 














2KN? 1 2K_, 
49. ( A), A.Z(e) = (r—4n) 


sin’pg n ß 
Ak 2 | 2K 
20 /T sin? 7e-2/G )- Fr ad 


Setzt man hierin nach „Fundam.” $. 42. gleichzeitig —y und In — x stalt q 
yr . > Il * E' 2 
und x, so geht A in A.K, E’ in 77, sing in cosg, Ay in k’. Ay und ——Z(@) 








in BE... Z(x) über und man erhält: 


0. 2W K . 4 ZR.z) 


ı cos’p rn 








en a _RrK 2E) 
TE 7 





jr K\® 3 2E) 9, 


7C —4 dq 


„2 FR. 


n 2 
2K 2EN' ESCHE). rer sg. 
cos“ 772 > 























) 
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Die letzte der Gleichungen (48.). nemlich 
BAY „_ am; 
&; ‚2o-8.Z(e) 
7U TE i 
BE. . Ge 
2 K 2E 2 2K >. d. Ze) d : (8) 
nn 1 dy < dx? 
2 
werde nach x differentiirt und rechts En: x. durch fg ausgedrückt, so 
bekommt sie die Form: 
2K 2K 2E' 
BE Bu | 
Bar =) Bien (2 N ’ ve Ten ZW 
da  \n'n ! - J 
2 2 
d.(Z =), FR; Rt 2 Enh 
— 29: En 
dq da” 
Nun ıst 
2K j I (3) BEN — O’(xr++4rr) 
= =). = (0). (47) rn 


Dieses substituirt, giebt: 


O’l(a+47).0' (x) 


d.9°(0).90° (4 rr)- 9° 
. r) 








dx 
2K 2 E 


"Alban Be 
n MT | Mr, \, 9*(@+47) 
dq r 6(0).0° (37) Or) 





O’(x-+ 4) 


d.O°(0)-O°’(4r)- On) 
lr 








BE Y p 
. dq 


d.O'(0).O°'(4 m): 





=c u (O'x-+4m) _. O#+47). (2) 
(x) I ox) Oo’ (x) ) 








dr 


oder. vereinfacht: 
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O(x+!n7).O'(2-+4 7) 




















8 9% (A.y7r)- 
d: 9*(0).0° (477) On) 
dx ne 
1.K.2E 
’ (>> u WS —— 
ee / dıy 


(2447) 
I’ (ır) 





d.9°(0).0° (4) 


re ee © 


O’k(a-+ 37) 
O*(r) 








100). (an): 





. . ! Er . y. um <K 
Hierin ©4777 stattx geschrieben, giebt nach Einführung von - ./(2) 


2WKN® A (x ie e un 
( =). — statt a und 90). (Am). a 2 en ”), 


En 


und 



































. | TE 
31. 2 
2K ?2E ZEK\ 4 
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Die Formeln (49 — 51.) sind in Formen hingeschrieben, die denen im 
Yten Paragraphen ähnlich sind; und dadurch treten Glieder hinzu, die sich ge- 


genseitig aufheben, wenn man eine andere Bezeichnung einführt. 


Das 4ite Capitel der „Fund.” enthält die Entwicklung 
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ist. Hierdurch gehen die Gleichungen (49 — 51.) über in: 
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Köniesbere im März 1847. 








15. v. Heim, über die Biegung elastischer Korper. 


15. 


Über die Gesetze der Biegung elastischer fester 
Körper. 


(Von Herrn v. Heim, Major in der Königl. Würtembergischen Artillerie.) 





8. 1. 


Es ist eine bekannte Erfahrung, dafs es biegsame elastische feste Körper 
giebt, welche einer an ihrer Längen- Axe angebrachten biegenden Kraft nicht 
ohne Unterschied der Richtung, nach welcher sie wirken mag. so nachgeben. 
dafs die gekrümmte Längen-Axe des Körpers mit der Richtungslinie der 
Kraft in eine Ebene fällt, sondern dafs sehr häufig diese, wenn auch ursprüng- 
lich gerade Längen- Axe, je nach der Gestalt der Querschnitte des Körpers 
und nach der Richtung der biegenden Kraft eine doppelte Krümmung annimmt. 
welche von der Ebene, in der die Krümmung, jener Richtung gemäfs, erfolgen 
sollte. mehr oder weniger abweicht. Da man in den bekannteren wissen- 
schaftlichen Abhandlungen über die Biegung der elastischen festen Körper, wenn 
darin auch von doppelter, durch die Biegung entstehender Krümmung die Rede 
ist. über die Ursachen und Bedingungen dieser Erscheinung vergebens Auf- 
klärung sucht, so mufs angenommen werden, dals die Gesetze der Biegung 
einer noch näheren Entwicklung und Darstellung, als die in jenen Abhandlun- 
gen enthalten ist, bedürfen. 

Einen Beitrag zur Lehre von der Biegung fester Körper, in besonderer 
Beziehung auf die erwähnte Erscheinung zu geben, ist der Zweck des gegen- 
wärtigen Aufsatzes. 

$. 2. 

Eine ebene Figur mag wie immer begrenzt sein, so lassen sich durch 
jeden Punct der Figur, in deren Ebene zwei unter rechten Winkeln sich 
schneidende Coordinaten- Axen von der Beschaffenheit legen, dafs, wenn ö: 
das Flächen-Element, dessen Coordinaten % und £ sind, bedeutet, das den 
ganzen Inhalt der Figur umfassende Integral futös gleich Null wird. 

Der Beweis dieses Satzes ist folgender. Stellt man sich, in der Ebene 
der Figur, durch denselben Punct, in welchem die Axen der % und / sich 
schneiden sollen, ein anderes Paar rechtwinkeliger Axen von bestimmter Lage 
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gehend vor, dessen Coordinaten mit y und x bezeichnet werden, und nennt man 
? den Winkel, den die Axe der x mit der Axe der Z, so wie die Axe der y 
mit der Axe der « nach ihren positiven Richtungen einschliefsen, so hat man 
für irgend einen Punct der Figur: 
u—=ycosp —xrsinfp, !=ysinß-+-xcosß, 
utöor —= y.r Oilcos’ — sin?) — (2° — y’)sin ß cos 
und, indem man 02 = Öuöt —= öyöx setzt und die Integration auf den 
ganzen Inhalt der Figur erstreckt, 
Juröi — yzöicosß® — sin?) —( [a öi— y’ öi)sin/ cosß. 
Da aus der Gestalt der Figur und der Lage der Axen der y und x 
bekannt ist, wie die diesen Axen zugehörigen Coordinaten der Grenzpuncte 
der Figur von einander abhangen, so sind die Integrale /y= öt, f® o? und 


nn ® 


y’öt als gegebene Gröfsen zu betrachten. Setzt man Jyzöi — A, 


faöi —fy' öt==B, und löset die Gleichung furöi — () nach dem Win- 


kel ? auf, so findet sich 





/ u. B 
u. [+(1 ” a3) 
Werden die vier diesem Ausdrucke entsprechenden Winkel nach ihrer 

Gröfse geordnet, so ist (DB mag übrigens posiliv oder negativ sein) jeder der- 
selben um 90° von dem nächsten verschieden; woraus erhellet, dafs sie die 
Lage eines einzigen Paares rechtwinkeliger Axen bestimmen. Zugleich ist 
ersichtlich, dafs der Ausdruck unter dem Wurzelzeichen weder negativ noch 
gröfser als 1 werden kann, und dafs also diese vier Werthe des Winkels / 
immer möglich sind. Mithin läfst sich für jeden Punct irgend einer ebenen 
Figur die Lage eines durch ihn gehenden Paares von Axen finden, welche 
die Eigenschaft haben, dafs sie, als Axen der % und # genommen, das Integral 
futöi gleich Null machen. Was zu erweisen war. 


6.8. 


Es ist erwiesen, dafs durch jeden Punct eines geometrischen Körpers 
drei unter sich rechtwinkelige Axen gelegt werden können, welche, als Axen 
der Coordinaten x, y und & genommen, die auf den ganzen Inhalt des Kör- 
pers ausgedehnten Integrale Jay öm, Sezöm und Jr: Om (wo Om das 
diesen Coordinaten entsprechende Element der körperlichen Masse bedeutet) 
oleich Null machen. Man hat diese Axen, welche in der Lehre von der Um- 


« 
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- drehungsbewegung fester Körper eine wichtige Rolle spielen und welche in 
einer Schrift Segners vom Jahr 1755: „Specimen theoriae turbinum,” *) zuerst 
erwähnt werden, Haupt-Axen genannt; und da sie den Axen, von denen 
der vorige Paragraph handelt, in mehrfacher Beziehung analog sind, so wird 
auch diesen hier dieselbe Benennung beigelegt werden. 

In Betreff der letztern Axen bieten sich zunächst noch folgende Be- 
merkungen dar. 

Wenn A, aber nicht B, —0 ist, so erhält sin die Werthe O und +1. 
und die Axen der y und = sind selbst Haupt - Axen. 

Verschwinden A und B zugleich, so werden die Werthe von ? un- 
bestimmt und Juröi wird für jeden Werth von 5 gleich Null, und irgend 
zwei, in beliebiger Richtung durch den Durchschnittspuncet der Axen der y 
und x gelegte rechtwinkelige Axen sind Haupt - Axen. 

Es erhellet überhaupt aus dem Ausdrucke für sin, dafs durch einen 
bestimmten Punct einer ebenen Figur entweder nur ein Paar, oder unendlich 
viele Paare Haupt-Axen gelegt werden können. Lassen sich daher auch nur 
zwei verschiedene Paare solcher Axen angeben, welche durch einen Punet 
gehen, so muls der letztere Fall Statt finden, und es folgt hieraus, dafs aufser 
dem Kreise, unter anderen Figuren auch die regelmälsigen Vielecke die Eigen- 
schaft besitzen, dafs alle in beliebiger Richtung durch deren Mittelpuncte ge- 
legten Axen Haupt- Axen sind. 

$. 4. 

Die Integrale /y° ot und ki ot sind die Trägheits- oder Drehungs- 
Momente der Fläche der ebenen Figur in Bezug auf die Axen der x und y. 

Für die Drehungs-Momente in Bezug auf irgend zwei andere Axen der 
{ und a, welche mit den Axen der & und y wie in $. 2. einen Winkel > 
bilden, findet man, weil 

u— ycosß—xsinß, t —= ysin?-+-zcosß ist: 

fwöi — fyöicosß®+faröi sin ®—2/yzöicosßsinß, 

ft (6%) = /r ö8 sinß® + fa’ öi cos P? -- 2fyz 0? cos? sin. 

Sucht man denjenigen Werth von ?, welcher das eine oder das an- 


dere dieser beiden Integrale zum Maximum oder Minimum macht, so findet 
man denselben Ausdruck für sin, wie aus der Gleichung Jutös —=(0, und 





*) Bossut, Versuch einer allgemeinen Geschichte der Mathematik. 


39 * 
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der erste Werth von sin, nämlich — Yl2(1- ‚)]» giebt, wenn B 


positiv oder JE ot grölser als /y° ot ist: 


Jwö = ı( frü+feö—ya2-+B), 
ja = 1 frü +feö-t4ya2+B); 


und zwar ist der Ausdruck für /w’öi ein Minimum, der für fröi ein Maxi- 


y(4 NT, 


mum in Beziehung auf ?; woraus folgt, dafs unter allen rechtwinkligen Axen- 
paaren, welche durch den Anfangspunct der Coordinaten y und x gelegt werden 
können, die Haupt-Axen diejenigen sind, in Bezug auf welche die Drehungs- 
momente den gröfsten und kleinsten Werth haben. 

Sind die Axen der x und y selbst die Haupt- Axen, oder ist A = 
Jyrö=0, so wird das Minimum — fy*öi, das Maximum — fa*öi, und 


für irgend einen Werth von P: 


fwöi = fyöt( fe — fyö)sinß, 
jröi — far (fr — y’öi)sin ?®. 


Diese beiden Integrale werden einander gleich und —= + (Sr öl - +fe Ö i) 
für # = 45°; und hat 5 einen andern Werth, so ist Se derselben das 
gröfsere, oder das kleinere, je nachdem die Axe, in Bezug auf welche es ge- 
nommen ist, der Axe der y, oder der Axe der x näher liegt. Ist zugleich 

Ya 2? öi, so werden auch Jwöi und fl 0 — /y’öi — fa ot, für 
jeden Werth von /?; woraus erhellet, dafs, wenn sämmtliche durch einen 
Punct gehende Axen Haupt-Axen sind, auch die Drehungs-Momente in Bezug 
auf alle diese Axen einander gleich sind; und umgekehrt. 


S. 5. 
Es seien die Axen der y und x immer die Haupt-Axen, welche durch 
deren Anfangspunct gehen, und dieser Punct sei der Schwerpunct der Figur, aber 


f® ot sei gröfser als /y’ ö?, und J der Flächen-Inhalt der Figur. Man lege 


durch einen Punct, dessen Coordinaten 5 und a sind, zwei andere Axen mit 
jenen beiden Axen parallel, so mufs, damit auch diese andern Axen, in Bezug 
auf welche die Coordinaten eines Elements 0: die Werthe y—d und r—a 
haben, Haupt-Axen seien, 


Sy -De— a)öi ==. 0, 
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oder 
Srzdi—afyöi—bfeöi+ab.I — 0, 
d. h. weil der Voraussetzung nach /yzöi, und wegen des Schwerpunets auch 


fröi und [2 — 0 sind, @ oder 5 gleich Null sein. 


Man nehme « gleich Null an, oder setze den Durchschnittspunet der 
neuen Axen (im Abstande & vom Schwerpunct) in die Axe der y, so fällt die 
eine neue Axe mit der leiztern zusammen und das Drehungs-Moment in Bezug 
auf dieselbe ist faöi, in Bezug auf die andere Axe aber — fr — dr öi 


oder — /yöi—2b yöitß.J, d.h. ir öi4.J. 


Sollen nun diese beiden Drehungs-Momente einander gleich sein, so 


erhält man 
se 08 pp 0--0°.J, 


(fx? m A 


woraus b— + 2 -körvurgeht: 





Es folgt ai dafs wenn man durch einen Punct, welcher in derjenigen 
der beiden durch den Schwerpunct gehenden Haupt-Axen, in Bezug auf welche 


V(Sx’ Bi ot, 


das Drehungs-Moment das gröfsere ist, in dem Abstande b! = 





auf der einen oder der andern Seite vom Schwerpunct liegt, zwei zug mit 
den leiztern Axen parallel legt, diese gleichfalls Haupt-Axen sind, in Bezug 
auf welche die Drehungs-Momente gleich grofs sind; oder dafs alle in diesem 
Punct sich schneidenden geraden Linien die Eigenschaft der Haupt-Axen besitzen. 
Daraus ergiebt sich ferner, dafs, wenn nicht selbst der Schwerpunct einer ebenen 
Figur so beschaffen ist, dafs alle durch ihn gehenden Axen Haupt-Axen sind, 
zwei solche Puncte auf entgegengesetzten Seiten des Schwerpuncts sich befin- 
den, welche jedoch nicht nothwendig innerhalb der Figur selbst liegen müssen. 


Hätte man 5 statt « gleich Null gesetzt, so wären für a die unmög- 


Kkra— [a®öi 
lichen Werthe + YCh . Ja) gefunden worden. 


Ist die Figur z. B. ein Rechteck, so erhält man, indem man die Axe 
der x mit der gröfsern Seite 4, die Axe der y mit der kleineren Seite y 
parallel, durch den Schwerpunct legt, Jrrä= 0, und fe 0 — „hg, 


Sri hg, Ihgz daher = LyChh—g)) 
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Bei der Untersuchung der Biegung fester Körper kommen hauptsächlich 
die Haupt- Axen, welche den Schwerpuncten ebener Figuren zugehören, in 
Betracht. 

$. 6. 

Die folgenden Erörterungen werden sich zunächst nur auf elastische 
feste Körper mit (ursprünglich) gerader Längen-Axe (Centrallinie) beziehen. 

Man stelle sich den Körper durch Schnitte, senkrecht auf die Längen- 
Axe, in Schichten von unendlich kleiner Dicke getheilt, und jede Schicht aus 
gleicharligen, mit der Längen - Axe gleichlaufenden Fibern bestehend vor; so 
dafs die Schwerpuncte sämmtlicher Schnitte in diese Linie fallen. 

Man nehme ferner an, jeder Schnitt bestehe, vor und nach der Bie- 
gung, aus denselben Elementen, welche ihre gegenseilige Lage unverändert 
beibehalten. 

Ist der Körper nach beendigter Biegung zur Ruhe gekommen, so mufs 
an jedem Normalschnitt zwischen den auf ihn wirkenden äufsern Kräften und 
der Cohäsionskraft oder Spannkraft der Fibern Gleichgewicht Statt finden; 
und dieses kann nur durch gewisse, nach verschiedenen Richtungen erfolgte, 
räumliche Veränderungen der Fibern des Körpers bestehen, welche zusammen 
das, was man die Biegung nennt, ausmachen. 

Um den Zustand, in welchem der gebogene Körper sich befindet, zu be- 
stimmen, ist zunächst erforderlich, die Gestalt der krummen Linie, in welche 
die Längen- Axe desselben bei der Biegung übergeht, kennen zu lernen. 

Zum Behuf der hierauf Bezug habenden Untersuchungen hat man jede der 
auf einen Normalschnitt einwirkenden Kräfte in Theilkräfte zerfället sich vorzu- 
stellen. deren Richtung entweder winkelrecht auf der Ebene des Schnitts steht, 
oder in diese Ebene selbst fällt, und kann dabei den Satz zu Hülfe nehmen. 
dafs jede Kraft p gleichgeltend ist mit drei andern, mit ihr in einer Ebene 
liegenden, wovon die eine ihr gleich und parallel ist, die beiden andern aber 
einander gleich und entgegengesetzt sind, und die das Product der Kraft p 
in ihren Abstand von der Richtung der ihr gleichlaufenden Theilkraft zum 
eemeinschaftlichen Moment haben, in Bezug auf irgend einen in der Ebene 
liegenden Punct. 

Wird die Zerfällung irgend einer der auf einen bestimmten Normal- 
schnitt wirkenden Kräfte so bewerkstelligt, dafs die ihr gleiche und gleich- 
laufende Kraft durch den Schwerpunet des Normalschnitts geht, so erhält man 
für dieselbe im Allgemeinen folgende Theilkräfte: 
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a) Eben diese durch den Schwerpunct des Normalschnitis gehende, der zu 
zerfällenden Kraft » gleiche und parallele Kraft; und indem man diese 
wieder zerlegt, 

c) Eine Theilkraft, deren Richtung auf der Ebene des Normalschnitts 
winkelrecht steht oder mit der geraden Linie zusammenfällt, welche 
die aus der Längen-Axe des Körpers entstandene krumme Linie 
am Normalschnitt berührt; 

/?) Eine Theilkraft, deren Richtung in die Ebene des Normalschnitts fällt. 

6) Ein Paar gleicher und entgegengesetzter Theilkräfte, deren Richtungen 
in der durch den Schwerpunct des Normalschnitts und die Richtungslinie 
der zu zerfällenden Kraft » gehenden Ebene liegen; welche Kräfte sich 
weiter zerlegen lassen, in 

o) Ein Paar gleicher und entgegengesetzter Kräfte, deren Richtungen 
senkrecht auf der Ebene des Normalschnitts stehen; 

P) Ein solches Kräftepaar, dessen Richtung in die Ebene des Nor- 
malschnitts fällt. 

Der Kürze wegen sollen diese aus der Zerfällung der Kraft » hervorgehenden 
Theilkräfte durch p., P«,:> Paz» Pos Pays Piz bezeichnet werden. 

Sind sämmtliche Kräfte p, deren Einwirkung der Normalschnitt unter- 
worfen ist, auf solche Art zerfället, so lassen sich alle jene Theilkräfte, welche 
zu einer und derselben Galtung p., p., oder p., gehören, da ihre Richtungen 
sämmtlich durch einen Punct gehen, wieder zu einer einzigen Kraft zusam- 
menselzen; und zwar ist die Resultirende der Theilkraft p, dieselbe, wie wenn 
alle Kräfte » unmittelbar am Schwerpunct des Normalschnitts angebracht wären. 
Und eben so lassen sich die zu jeder Gattung der Kräftepaare p,, und p,, ge- 
hörigen Theilkräfte zu einem einzigen Kräftepaar vereinigen. 


$. 7. 


Die Wirkung, welche jede dieser Gallungen von Theilkräften auf den 
Normalschnitt und die Fiberntheile der Schicht, zu der er gehört, hervorbringt, 
mufs eine besondere sein. 

1. Durch die Theilkräfte p,, werden, da sie in winkelrechter Rich- 
tung auf der Ebene des Normalschnitts durch dessen Schwerpunct gehen und 
die Schicht durchaus gleiche Dicke hat, sämmtliche Fibern der letztern gleich- 
mäfsig, je nach der Richtung der algebraischen Summe der Kräfte, entweder 
ausgedehnt oder zusammengedrückt, und somit das in der Schicht liegende 
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Element der Centrallinie entweder verlängert oder verkürzt. Ihr Einflufs auf die 
Biegung des Körpers ist in den meisten Fällen von geringer Bedeutung; erheb- 
licher dagegen der auf die Länge und den Zustand der Spannung des Körpers. 


2. Die durch die Theilkräfte P., erzeugte Veränderung mufs, da sie 
gleichfalls durch den Schwerpunct des Normalschnitts gehen, in einer Ver- 
schiebung des ganzen Schnitts nach der Richtung der Summe der Theilkräfte 
bestehen, durch welche die Fibern der Schicht eine, wenn auch nur sehr geringe, 
schiefe Stellung gegen den Normalschnitt annehmen. Ihre Wirkung kann, als 
geringfügig, entweder aufser Acht gelassen, oder erst am Ende der übrigen 
Rechnung durch eine Correction berücksichtigt werden. 


3. Die Kräftepaare P;, sind es hauptsächlich, durch welche die Krüm- 


der Centrallinie und die Biegung des Körpers entstehen. Der durch sie 
bewirkte Erfolg kann kein anderer sein, als eine Drehung des Normalschnitts 


mung 
um eine in ihm liegende gerade Linie; wobei die durch diese Linie begrenzten 
Fiberntheile unverändert bleiben und die Fibern auf der einen Seite derselben 
Linie, je nach der Richtung des Kräftepaares, ausgedehnt, auf der andern 
Seite zusammengedrückt werden. Da die durch die Drehung verursachte Ab- 
weichung der Fibern von der auf der Ebene des Normalschnitts senkrechten 
Stellung jedenfalls nur unendlich klein ist, so darf man die durch die Drehung 
erzeugten Spannungen der Fibern als parallele Kräfte betrachten. Diese 
Spannungen bilden sonach mit der Resultirenden der Kräftepaare ein System 
von parallelen, auf der Ebene des Normalschnitts senkrechten Kräften, welche 
unter sich im Gleichgewicht sein müssen; und die Bedingungen dieses Gleich- 
gewichts liefern die Hauptgleichungen für die Biegung des Körpers; wie es im 
folgenden Paragraphen näher wird gezeigt werden. 


4. Die Kräftepaare p,, können nur eine Drehung des Normalschnitts 
um einen in ihm liegenden Punct, und dadurch eine Torsion der Fibern, d.h. 
eine im Verhältnifs ihres Abstandes von diesem Puncte stehende seitliche Ab- 
lenkung der Fibern von ihrer auf der Ebene des Normalschnitts senkrechten 
Stellung hervorbringen. Die durch diese Veränderungen erzeugten Spannun- 
een der Fibern können ebenfalls als Kräfte, welche in der Ebene des Nor- 


malschnitts liegen, betrachtet werden; so dafs man ein System von Kräften 
hat, deren Richtungen sich in einer Ebene befinden. Die Bedingungen ihres 
Gleichgewichts geben weitere Gleichungen zur Bestimmung des Zustandes des 
gebogenen Körpers. 
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S. 8. 

Um die Gleichungen des Gleichgewichts zwischen den im vorigen Pa- 
ragraphen unler (3) angeführten parallelen Kräften darzustellen, sei & die eigen- 
Ihümliche Spannkraft des Körpers, d. h. die Kraft, welche die Länge eines aus 
der Materie des Körpers bestehenden Prismas, das die Einheit des Flächen- 
maalses zur Grundfläche hat, durch Ausdehnung zu verdoppeln fähig sein würde. 
wenn die Vermehrung der Länge der sie bewirkenden Kraft stets proportional 
wäre. Man setze voraus, dafs die Spannkraft des Körpers gegen die Ausdehnung 
und Zusammendrückung gleich grofs sei; man nehme die Durchschnittslinie des 
Normalschnitts mit der Ebene, in welcher das aus den Kräften p,, resultirende 
Kräftepaar sich befindet, als Axe der a, die im Schwerpunct des Normal- 
schnitts darauf senkrechte Linie als Axe der ? an, und setze, eine mit dieser 
parallele, im Abstande % von ihr auf der positiven Seite der liegende Linie 
sei die Axe, um welche der Normalschnitt sich dreht (die Diegungs- A.ce des 
Normalschnilts); es sei ferner »n die Zahl, welche zu 1 sich verhält, wie die 
Verlängerung oder Verkürzung der um die Längen-Einheit von der Biegungs- 
Axe entfernten Fiberntheile zu ihrer anfänglichen Länge. 

Die Kraft der Spannung, mit der ein im Abstande # von der Axe 
der ?{, oder im Abstande #— k von der Biegungs-Axe gelegenes Element 02 
des Normalschnitts die Drehung zu verhindern strebt, ist = e.m(u — k)ct, 
da die Verlängerungen und Verkürzungen der Fiberntheile wie deren Ab- 
stände von der Biegungs-Axe sich verhalten; das Moment dieser Spannung in 


Bezug auf die Biegungs-Axe ist = em(u— k)'0t, und das Moment derselben 
in Bezug auf die Axe der u, —em(u— k)lör. 


Zum Gleichgewicht ist nothwendig, dafs sowohl die algebraische Summe 
der parallelen Kräfte, als auch die Summe ihrer Momente in Bezug auf zwei 
im Normalschnitt sich schneidende gerade Linien, für welche die Biegungs-Axe 
und die Axe der # genommen werden können, gleich Null seien. Es finden sich 
daher, da nicht nur die Summe der Kräftepaare p,,, sondern, der Voraus- 
setzung nach, auch die Summe ihrer Momente in Bezug auf die Axe der , 
gleich Null ist, die drei Gleichungen: 


cm [u—k)öi = Mi 
em f(u—kytöi ee), 


£ m (u — k’a—W = 0; 
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wenn #W das Moment der Resultirenden der Kräftepaare p,, bedeulet; wel- 
ches Moment eine gegebene Function der Coordinaten der aus der Centrallinie 
entstandenen krummen Linie ist. 


Da die Axen der « und Z durch den Schwerpunet des Normalschnitts 
gehen, so ist Jwöi — 0, und es mufs vermöge der ersten Gleichung auch 
k—0 sein; woraus folgt, dafs die Biegungs-Axe des Normalschnitts eben- 
falls durch dessen Schwerpunet geht. Die beiden andern Gleichungen redu- 


1. fwiöi — 0, 


2. cm [ui öä-W —=0. 


Die Gleichung (1.) zeigt, dafs das Gleichgewicht am Normalschnitt nur | 


eiren sich dadurch auf 


\ 


dann bestehen kann, wenn der Normalschnitt von der auf dessen Ebene senk- 
rechten und durch seinen Schwerpuncet gehenden Ebene, in der die Re- 
sultirende der Kräftepaare p,, liegt, in einer Haupt-Axe geschnitten wird. 
In diesem Falle drückt das Integral emfwöi das Biegungsmoment ( Moment 
der Elastieität) des Körpers am Normalschnitt aus; und wenn zugleich die 
Kräftepaare p,, an sämmtllichen Normalschnitten in eine und dieselbe Ebene 
fallen. so ist diese Ebene die Krümmungs-Ebene der krummen Linie, in welche 
die Centrallinie durch die Biegung übergegangen ist, und die Gleichung (2.) ist 
die Gleichung dieser einfach gekrümmten Linie, indem auch »» als Function 
der Coordinaten sich ausdrücken läfst und, wenn von den Kräften p,, abge- 


sehen wird, — gleich dem Krümmungshalbmesser am Normalschnitt ist. Hiebei 


erlaubt sich der Verfasser dieses Aufsatzes auf seine 1838 herausgegebene Schrift 
„Über Gleichgewicht und Bewegung gespannter u. s. w. Körper” zu verweisen. 


Wird dagegen die Bedingung, welche die Gleichung (1.) fordert, nicht 
erfüllt, oder ist die Durchschnittslinie des Normalschnitts mit der Ebene, worin 
die Resultirende der Kräftepaare p,, liegt, keine Haupt-Axe, so ist auch die 
Gleichung (2.) unzuläfsig, weil das Gleichgewicht zwischen dem Moment W 
der Resultirenden und dem Moment der Spannkräfte ein [u’öi unmöglich ist, 
und die Biegungs-Axe des Normalschnitts kann nicht, wie vorausgesetzt wurde, 
senkrecht auf jener Durchschnittslinie sein. In diesem Falle mufs daher das 





Gleichgewicht durch eine andere Lage der Biegungs- Axe und durch Ver- 
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theiluug des Moments #V auf beide Haupi-Axen hergestellt werden. Man er- 
hält dann statt der Gleichung (2.) zwei Gleichungen, welche die Gleichungen 
für die aus der Centrallinie des Körpers entstandene krumme Linie sind; wie 
es in der oben angeführten Schrift gezeigt ist. Diese Linie ist daher im All- 
gemeinen eine doppelt gekrümmte. Sie wird es ebenfalls sein, wenn zwar 
die Normalschnitte von den Ebenen der Resullirenden der Kräftepaare p,, in 
Haupt-Axen geschnitten werden, wie z. B. wenn die Normalschnitie eine 
solche Gestalt haben, dafs alle durch deren Schwerpuncte gehenden geraden Li- 
nien Haupt- Axen sind, jene Ebenen aber nicht alle in eine zusammenfallen. 

Es ist diesen Betrachtungen gemäfs anzunehmen, dafs, wenn die Kraft 
oder die Resultirende der Kräfte, durch welche ein Körper mit gerader Central- 
linie gebogen wird, ursprünglich mit der Centrallinie in einer Ebene liegt und 
diese Ebene die Normalschnitte in Haupt- Axen schneidet, sei es nun, dafs die 
Normalschnitte nur zwei, oder unzählig viele solche Axen haben, die Centrallinie 
eine einfache Krümmung annehmen, wenn aber die Richtung der Kraft diesen Be- 
dingungen nicht genügt, im Allgemeinen eine doppelte Krümmung entstehen wird. 

Wird z.B. ein Körper, dessen Normalschnitte längliche Rechtecke sind. 
von einer an der Centrallinie angebrachten Kraft so gebogen, dafs die eine 
oder die andere Seite dieser Recht-Ecke mit der durch die Centrallinie und die 
Richtung der Kraft gehenden Ebene parallel ist, so wird eine einfache Krüm- 
mung, bei einer anderen Richtung der Kraft aber eine doppelte Krümmung 
erfolgen. 

$. 9. 

Für das Gleichgewicht zwischen den Kräftepaaren P;, und den ihnen 
entgegenstrebenden Spannungen der Fibern lassen sich ebenfalls drei Gleichun- 
sen construiren. 

Bezeichnet man mit , die eigenthümliche Spannkraft des Körpers gegen 
Torsion, d.h. die Kraft, welche erforderlich wäre, um ein Aggregat von Fi- 
bern des Körpers, dessen Querschnitt die Gröfse der Flächen-Einheit hat, in 
einer ihrer Länge gleichen seitlichen Ausweichung zu erhalten; und mit » die 
Verhältnifszahl der Ausweichung einer um den Halbmesser = 1 vom Dreh- 
punct entfernten Fiber zu ihrer Länge oder zur Dicke der Schicht, so wird die 
Kraft, mit welcher ein um den Halbmesser 9 vom Drehpunet abstehendes Ele- 
ment ©2 des Normalschnitts der Drehung widersteht, durch 72002 ausgedrückt. 

Wird diese Kraft nach zwei durch den Drehpunct gehenden rechtwinke- 


ligen Axen zerlegt. so giebt sie, wenn % und £ die Coordinaten des Ele- 
40 * 
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ments ©: sind, nach der Richtung der Axe der die Theilkraft „nto:, und 
nach der Richtung der Axe der £ die Theilkraft „nwo?. Das Moment der 
Kraft in Bezug auf den Drehpunet ist 7n 0° 0%. 

Die Bedingungen des Gleichgewichts sind, dafs sowohl die Summe der 
Theilkräfte nach jeder der beiden Coordinaten-Axen, als auch die Summe der 
Momente in Bezug auf den Drehpunet, gleich Null seien, und es ergeben sich 
hieraus, da die Summen der Kräftepaare p,, für sich gleich Null sind, die 


Smtöä—0, oder ftä= 0, 
fnnwöi— 0, oder Ju 0, 


7 n (öi—V == 0; 


drei Gleichuneen: 


wo VW das Moment der Resultirenden der Kräftepaare Po; bedeutet. 

Aus den beiden ersten Gleichungen folgt, dafs die Drehung des Nor- 
malschnitts nur um seinen Schwerpunet geschehen kann, und die dritte Glei- 
chung giebt einen Ausdruck für das Torsionsmoment am Normalschnilt, so wie 
für den Torsionswinkel an demselben; welcher Winkel. wenn ©s die Dicke 
der Schicht bezeichnet, —= nös ist. 

Mit der hier betrachteten Drehung des Normalschnitts ist ferner noch 
eine Verkürzung der Fibern oder eine Verminderung der Dicke ©s verbun- 
den. die. jedoch, als zu unbedeutend, in den Gleichungen, welche auf die 
Gestalt des Körpers nach der Biegung Bezug haben, füglich aufser Acht blei- 


ben kann. 


$. 10. 
Unter den neuern Schriftstellern, welche die Lehre von dem Gleich- 
vewicht und der Bewegung elastischer fester Körper zum Gegenstande ihrer 
Forschungen gemacht haben, nimmt unstreitig Porsson eine der ersten Stellen ein. 


Er hat theils mehrere besondere Abhandlungen über diesen Gegen- 
stand in den „Memoires de l’Academie des sciences Tome VIII” und in den 
„Annales de chimie et de physique 1829” geliefert, theils denselben in seinem 
„Traite de mecanique, 2te Ausg. 1833” mit einiger Ausführlichkeit bearbeitet, 
und sich hierdurch wesentliche Verdienste um den genannten Zweig der ma- 


thematischen Physik erworben. 
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Jedoch sind einige der Ergebnisse seiner Untersuchungen, hauplsäch- 
lich aus dem Grunde, weil er die Haupt-Axen der Querschnitte der Körper 
entweder nicht berücksichtigt, oder, was wahrscheinlich ist, nicht gekannt hat. 
nicht frei von Ungenauigkeiten oder Unrichtigkeiten. 

Dafs dieses namentlich bei den allgemeinen Gleichungen über das Gleich- 
gewicht einer elastischen Ruthe, wie sie Poisson im ersten Bande seines 
„Trail de Mecanique Nro. 316 u. folg.” giebt, und woraus er die Beständig- 
keit des Torsionsmoments der Ruthe im gebogenen Zustande ableitet, der Fall 
ist, soll hier umständlicher gezeigt werden *). 

$. 11. 

Poisson wendet auf den Fall einer gebogenen elastischen Ruthe die 
drei Gleichungen des Gleichgewichts eines um einen festen Punet beweglichen 
festen Körpers, auf welchen Kräfte von beliebigen Richtungen wirken, an, 
indem er sowohl die Momente der spannenden Kräfte, als auch die Momente 
der der Drehung irgend eines Normalschnitts um die Normale an der Krüm- 
mungs-Ebene des Centralpunets widerstehenden Spannungen, das Biegungs- 
moment, so wie die Momente der der Drehung des Normalschnilts um den- 
selben Punet widerstehenden Spannungen (das Torsionsmoment) nach drei 
durch jenen Punct gehenden Coordinaten- Axen zerlegt und die Summe der 
Momente der Kräfte und Spannungen in Bezug auf jede dieser Axen gleich 
Null setzt. 

Der Fall des Gleichgewichts eines um einen festen Punct beweglichen 
Körpers trifft aber hier nur unter gewissen Voraussetzungen zu, und wenn 
dieselben nicht Statt finden, mufs die Anwendung der ihm entsprechenden 
Gleichungen zu unrichtigen Resultaten führen. Es giebt nämlich, wenn es 
sich von dem Gleichgewichte eines gebogenen elastischen Körpers an einem 
seiner Normalschnitte handelt, zwei verschiedene Systeme von Kräften, deren 
jedes für sich im Gleichgewicht sein mufs: nemlich ein System von parallelen. 
auf der Ebene des Normalschnitts winkelrechten, bei der Drehung des Nor- 
malschnitts um die Biegungs-Axe wirksamen Kräften. und ein System von 
Kräften, welche in der Ebene des Normalschnitts liegen und bei der Drehung 
des Normalschnitts um einen in ihm liegenden Punct (der Torsion) thätig sind. 
Jedes dieser Systeme giebt, wie $. 8. gezeigt ist, drei Gleichgewichtsglei- 





*) Da diese Gleichungen, wie sie Poisson giebt, inzwischen bereits in mehrere 
Lehrbücher der Mechanik aufgenommen worden sind, so dürfte es um so mehr im In- 
teresse der Wissenschaft sein, auf die Mängel derselben aufmerksam zn machen. 
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chungen. Sind jedoch diese richlig bestimmt, und hat man ihnen gemäfs die 
Drehungs-Axen für beide Systeme angenommen, so müssen auch, indem man 
den diesen Axen gemeinschaftllichen Punct als festen Punct betrachtet und 
die auf dieselben Bezug habenden Momente nach drei in diesem Punet sich 
schneidenden rechtwinkligen Axen zerlegt, die Gleichungen, welche das Gleich- 
gewicht zwischen der Summe der Momente in Bezug auf jede dieser drei 


Axen ausdrücken, gültig sein. 

Nun dienen zwei der drei Gleichungen des einen Systems der in der 
Ebene des Normalschnilts liegenden Kräfte, anzuzeigen, dafs der Normalschnitt 
sich um seinen Schwerpunet, oder um die Berührende an der Centrallinie, 
drehen muls und, indem man die Momente derselben Kräfte (das Torsions- 
moment) auf diese Berührende als Axe bezogen hat, ist den genannten zwei 
Gleichungen Genüge geschehen, wenn auch die Nolhwendigkeit, so zu ver- 
fahren, nicht zuvor erwiesen wurde. 

Gleichfalls ist die eine Gleichung des andern Systems der auf der 
Ebene des Normalschnitts winkelrechten Kräfte, welche fordert, dafs die Axe 
der Drehung durch den Schwerpunet des Normalschnitts gehe, berücksichtigt. 
Auch ist die Normale auf der Krümmungs-Ebene am Centralpunct wirklich 
die Axe für die Drehung des Normalschnilts (die Biegungs-Axe), selbst wenn 
man zwei Axen der Drehung anzunehmen genöthigt ist. Aber diese eine 
Axe genügt, wie aus $. 8. erhellet, für das Gleichgewicht nur dann, wenn 
der Durchschnitt der Krümmungs-Ebene mit dem Normalschnitt eine Haupt- 
Axe ist. Denn findet das Letztere Stalt, so ist eben dadurch eine zweite der 
drei Bedingungsgleichungen des Systems ($.8.), nemlich die Gleichung furöi 
—0 erfüllt. Ist aber jene Durchschnittslinie keine Haupt-Axe, d.h. fällt die 
Resultirende der Kräfte des Systems nicht in die Krümmungs-Ebene, so muls 
noch einer weitern Bedingung genügt werden; und diese Bedingung komml 
darauf hinaus, dafs man die Momente der bei der Drehung thäligen Kräfte auf 
zwei Axen, slalt auf eine einzige bezieht, und die Summe der Momente in 
Bezug auf jede Axe gleich Null setzt; wozu am einfachsten die beiden Haupt- 
Axen dienen. 

Es ergiebt sich aber hieraus, dafs, wenn die Momente der zuletzt er- 
wähnten Kräfte in Bezug auf beide Haupt- Axen genommen werden, wenn 
man dann diese Momente und das Torsionsmoment nach den drei im Central- 
punet des Normalschnitis sich schneidenden Coordinaten-Axen zerlegt und die 


algebraische Summe der Momente in Bezug auf jede dieser Axen gleich Null setzt: 
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dafs dann die drei hieraus hervorgehenden Gleichungen als die Gleichungen für 
das Gleichgewicht des gebogenen elastischen Körpers betrachtet werden können. 


$. 12. 
Um diese Zerlegung zu bewerkstelligen, hat man zuvor analytische Aus- 
drücke für die Cosinus der Winkel, welche die Haupt-Axen mit den Coordi- 
naten- Axen bilden, zu suchen. 


Zu diesem Behuf stelle (Fig. 1.) die Ebene des Normalschnitts am 
Punet »n vor; mg sei die Durchschnittslinie der Krümmungs- Ebene auf der 
Seite, wo die Fibern ausgedehnt werden. so dafs auf der andern Seite von au in 
dieser Linie der Krümmungshalbmesser liegt; »2p» sei die Normale auf der Kreis- 
Ebene auf der als bestimmt angenommenen Seite; dd, ce seien die beiden 
Haupt-Axen im Centralpunet nr, und zu deren Unterscheidung me als Axe 
der ?, md als Axe der w bezeichnet; my bilde mit md den Winkel =. 


Man stelle sich die (positive) Axe der x, m. (welche aufser der Ebene 
der Figur fällt), mit der Normalen mp der Durchschnittslinie der Krümmungs- 
Ebene »ny und der Haupt-Axe nd durch Ebenen verbunden vor, und bezeichne 
die Winkel pymnx mit f, ynx mit fi und dmx mit v, so ist in dem sphäri- 
schen Dreieck d.xg: 
cosf, —cosr cos£ 

sınvosınS 


und in dem sphärischen Dreieck d.rp: 





cosd — 


cosf— cos sin® 
cosd —= r u 
sin v cos£ 





und da die Winkel d in beiden Dreiecken einander zu 180° ergänzen, 


cosf, —cosv cos$ __ cosesin&—cosf 


.— 


sin v sin& sine cos& 








woraus cosdn x — cosfsin$+cosfi cos$ folgt. 


Auf gleichem Wege findet man, wenn der Winkel cmx mit ©, be- 
zeichnet wird, in dem sphärischen Dreieck e.ry, in welchem der Winkel eımy 
— 90% +5 ist, 
cosf, + cos», sin& 

sin v, cos£ 





cosce — 4 


in dem sphärischen Dreieck exp: 


cosf — cos», cos& 


c0o3sc — .; e 
sin v, sing 
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und da die Winkel e in beiden Dreiecken gleich sind, 








cosf, +cose, sin& cosf— cos», cos$ 
sinv, cos& er sine, sin & : 
woraus cosemx — c0sfcosS — cosf, sin$ hervorgeht. 


Sind dmy, emy, 9, 9, die Winkel, welche die (positive) Axe der y, 
dınz, emz, h, h, die Winkel, welche die (posilive) Axe der x mit den 
Haupt-Axen md, me, der Normalen »2p und der Durchschnittslinie »g bildet, 


so erhält man auf gleiche Weise: 


cosdmy = 059 SinS-- C0Sy, C0SS, 
c0oSsCcMmy — C0SY COSS— C0SYy, SINS, 
cosdnz —= coshsinSs-- cosh,cosS, 
cosemz — coshcosSs— cosh, sin: 


daher. wenn «, u, die Biegungsmomente in Bezug auf die Haupl-Axen ınd, 
mc”) bedeuten, für dieselben Momente in Bezug auf die Axen der x, y und 2: 

cosf(usinS--u,cosS)-+cosf, (u cosS — u,sinS), 

cos y(usins-- u,C08S)-- c08 9, (11 c0SS — u,sinS), 

cosh( usinS--u,cosS)-- cosh,(ucosS— u, sinS). 
lleilst ferner 7 das Torsions- Moment am Normalschnitt, d. i. das Moment der 
der Torsion widerstrebenden Spannungen der angrenzenden Fiberntheile in 
Bezug auf die Berührende am Centralpunct m, so sind 

or oy 07 


Es y) T 


> Eu a 
os Os os 


diese Momente in Bezug auf die drei durch diesen Punct gehenden Axen. 


$. 19. 

Um die Momente der die Spannung des Körpers bewirkenden Kräfte 
in Bezug auf eben diese Axen auszudrücken, nehme man den freien End- 
punet der Centrallinie als Anfangspunct der Coordinaten x, y, z und des Bo- 
sens 5 der Centrallinie an; x, y, & seien die Coordinaten des Punctes in der 
Gentrallinie, welcher der Schwerpunct des Normalschnilts ist, an welchem man 
das Gleichgewicht zwischen den spannenden Kräften und den ihnen wider- 
strebenden Spannungen betrachtet, s der zugehörige Bogen; es seien &', y’, z’ 
die Coordinaten eines andern Puncts in der Centrallinie zwischen dem freien 





“) Wird der Theil md der Axe de als Umdrehungs-Axe genommen, und fällt my 
zwischen md und me, so mufs auch der Theil me (nicht me) der Axe ce als Um- 
drehungs- Axe genommen werden. 
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Endpunct und dem Punct m, s’ der durch zw’ begrenzte Bogen, S’ der Flächen- 
Inhalt des Normalschnitts an m’, % die Dichtigkeit des Körpers an diesem 
Punct, so dafs PURE die Masse einer Schicht an demselben Punect bedeutet; 
X'BS'ös, Y'PS’os', Z'PS’ös’ seien die nach den drei Axen zerlegten Theil- 
kräfte, von 2 diese Schicht (im Schwerpunct) angegriffen wird, X’, Y', Z 
daher die entsprechenden beschleunigenden Kräfte. Y’z )—Z/y—y 
sind die Momente der Theilkräfte am Punect »u, in Br auf die Axe der z, 
welche, wenn positiv, die Ebene der positiven x und y in den körperlichen Win- 
kel der positiven Cordinaten hineinzudrehen streben; Z(r — x) — X (2 — 
sind die Momente in Bezug auf die Axe der y, welche, wenn positiv, die Ebene 
der posiliven y und &, und eben so A’(y—y’)— Y'(z«— x’) die Momente in 
Bezug auf die Axe der Z, welche, wenn positiv, die Ebene der posiliven 
x und x in den körperlichen Winkel der positiven Coordinaten hineinzudre- 
hen streben. 
Benennt man der Kürze wegen 

Sir@-)-2Zy—y)]B8’ös mit A,. 

su 

Size) — X'(zs—:')]]?PS’os mi Y,, 

s——) 

SIXo-y)—- Ye a)]B8' 08 mit ZZ, 


U 


so sind A,,. Y,, Z, die Summen dieser Momente in Bezug auf die Axen der 
x, y, 25 und wenn ferner am freien Ende des Körpers Kräfte angebracht 
sind. welche eine Resultirende haben, die, nach den Richtungen der drei Axen 
zerlegt, die Theilkräfte P,Q,R giebt und deren Angriffspunct die Coordinaten 
b’, c' hat, so sind die Momente dieser Kräfte nach den drei Axen: 

0(2 =. ce)— Riy—b), 

R(x— a) — Pz—c), 

P'y—b)— O(r—.a). 

Bei der Construction der Gleichungen für das Gleichgewicht des ge- 
bogenen Körpers hat man nun die Summe sämmtlicher Momente in Bezug auf 
jede der drei Axen zu nehmen, indem man sowohl den Momenten der Bie- 
gung «u, ı,, als dem Torsions-Momente 7, deren Richtungen denen der Mo- 
mente der spannenden Kräfte entgegengeselzt sind, das negalive Zeichen giebt. 
und jede dieser Summen gleich Null zu setzen. 

Die Gleichungen werden hierdurch zu: 
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.; / Ö , EN ”“ 
X --0(@— e)— R(y—b)— 1.7, — 008 f (usin$-- u, c0s$) 
— cosf, (ucos5 — u,sin$) = (0, 


r ’ j y oy Pa 5 
K } + Rlz—a)— P(z—c)—ı:2 — cos g(usin$+- u, cos$) 





— 005 9, (u c0s5 — u,sin$) — 0, 
Ä 0% er: = 
2 At dan U Sn Hana ie — cos h(usinS$--u,cos$) 
— cosh, (wcos$ — u, sin$) = 0. 
S. 14. 


Was die Winkel f, g, A, fi, 9ı, A, betrifft, so hat man nach Poisson 1. 19, 
indem man die unabhängige Veränderliche der Symmetrie der Ausdrücke we- 
gen vorerst unbestimmt läfst: 





1 nn an Pa 2, 
sp — +4 üydie- dei), 

1 wer au) [a nn 
cosy= + 7, (02 Or — 0x0’), 

D 

1 en en [2 (aD) 
cosh — je m 7 (08 DEERE 07); 

v 


wo A° die Summe der Quadrate der drei Zähler und & die positive Wurzel 
aus dieser Summe bedeutet; und da die Geraden pm, qm (Fig. 1.) und die 
berührende am Punct »» winkelrecht auf einander stehen, so finden zwischen 
denselben Winkeln und denen, welche die berührende mit den drei Coordi- 


; 0X 0y 0 
naten-Axen bildet. und deren Cosinus — , —-, —- 
os ’ Os’ os 

Or\? 

» u e 2 1 « len 
cosf 'g cos fi T =) m 1, 
> Ed, 
cos 4° -- C0S4 +62) — 1 
I 4 Jı | os 9 


2 92 0% , 
cosh’ 1 cosh” — (==) — 1 
| 1 | os 


sind, die Beziehungen 


. 
3 


Statt; und daraus folgt, wenn o den positiven Werth des Krümmungshalbmessers nd 








k 
am Puncte »n bezeichnet: 
3 O4 
Il dr — 9 -O°?2) — 0 ‚(8 .ov — Ovodtr ze 
. 02(020 4 0r072 oy(orcoY oyoXx s 
cosfi — +0: da: - - ) sem to: ER 


u. 85. W. 


Diese Ausdrücke für die Cosinus der Winkel fi, 9, und 4, sind, so 
wie jene für die Cosinus der Winkel f, 9, %, zweideulig, da sie sich sowohl 
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auf den Theil my des Durchschnitts der Krümmungs-Ebene mit dem Normal- 
schnitt und auf den Theil mp der Normalen auf der Krümmungs-Ebene, als 
auf die andern Theile dieser Linien an der entgegengesetzten Seite von m 
beziehen können. 


Da jedoch nach Poisson I. No. 20. die Projection des Krümmungs- 
halbmessers auf die Axe der x, welche Projection daselbst mit «€ — x be- 
zeichnet wird, 

2, 98(030°r — Ourd’z) — Ay (oro’y — Ayo’) 
os* 


=—BD 





ist, und u den Cosinus des Winkels ausdrückt, welchen die posilive Axe 
der z mit dem auf der hohlen Seite der Curve (auf der der Mittelpunct der 
Krümmung sich befindet) liegenden Theil des Durchschnitts der Krümmungs- 
Ebene und des Normalschnitts einschliefst, die Linie »»y aber auf der erha- 
benen Seite der Curve, auf der die Fibern ausgedehnt werden, vorausgesetzt 
wird. so hat man offenbar in den Ausdrücken für cosf, ete. das Zeichen — 
zu nehmen. Demnach ergiebt sich 

















Of 
r oe nm‘ ‘ a n nm‘ N nn O® u 
cosf, — i 03 (03 0°0 — Ox 0’2)— oy(doxd’r—oyo’r) __ PR.” 
Zug ‘ os* An ar - "a 
„ 9% 
\ Q oe — 
0x (dx 08°y — Oy 8°”) — 83 (Iy 0°z — 03 09”y) os 
cosG = — DD». - = z . . > = — ()ı —, 
gi ‘ os‘ S os 
a: 
Pr Zn . e, OO: —— 
"Se oy (dy 02 — O30°’y) — Or (Oz O’r — Ir 0’) __ Os 
cos ı, = 0° ds: — ua a 
OS 


Etwas mehr Schwierigkeiten macht die Zweideutigkeit der Ausdrücke 
für cosf, cosg und cosA. 


$. 15. 
Man setze zur Abkürzung 

a—=oylz—öröy, b=örör— ort, c=dröy—oyoT, 
so ist 

oa=oyoz—o20y, b=orör—oröz, Ic=droy—oy0’rt;z 
und die Gleichung für die Krümmungs-Ebene am Puncte m der Curve m, m, mm’ 
(Fig. 2.), dessen Coordinaten x, y und 2 sind, wenn x’, y’ und 2’ die lau- 
fenden Coordinaten vorstellen (Po:sson I. 19.) ist: 

A. ala — a) -b(y —y)+-cez'’—2) = 0; 
41 * 
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Die Gleichung aber für die Krümmungs-Ebene am nächstfolgenden Puncte m’, 
auf derjenigen Seile des durch »» begrenzten Bogens s, nach welcher dieser als 
zunehmend oder wo das Element mm m’ —= Os als positiv angenommen wird, erhält 
man, indem man in (A.) 2-+02, y--0y, 2-02 stalt x, y, z selzt und (A.) 
abzieht. oder indem man diese Gleichung nach x, y, 3 differentiirt; nemlich: 

B. oa! — 2)-+0ob(y —y)+0c@!'—2) =0. 

Aus beiden Gleichungen folgt für die auf der Durchschnittslinie bei- 
der Krümmungs-Ebenen senkrechte, durch den Punet a» gehende Ebene die 
Gleichung 
©. (böoc— cob)(x' — x)+(c0a—aöc)(y—y)-+(aob— boa)(z2’— 2) —=(0. 

Diese Durchschnittslinie ist aber keine andere, als die Berührende m/ 
der Curve, in welche das beiden Krümmungs-Ebenen gemeinschaftliche Ele- 
ment an, m derselben fällt, und die Gleichung der auf diesem Element nor- 
malen Ebene 

(2 — 2)02%-+-(y—Yy)oy+(&'’—z2)ör —= 0 
mufs daher nur der Multiplication mit einem Factor O0 bedürfen, um in die 
Gleichung (€C.) überzugehen, so dals 








bac— eob eda— ade aob — bda r 
——— oo -- = . = 0 ist. 
OX OYy 0% 
Wirklich findet sich 
0 —= or (öyoz — zo y)+oy(O zT — ro) +02 (Hroy— Oyo’e). 


Bezeichnet T den spitzen (unendlich kleinen) Winkel, den beide Krüm- 
mungs-Ebenen mit einander einschliefsen, so ist (Poesson I. 19.) 


« ) 


? — (0.cosf)’+(0.c0sg) +(0.cosh)’, 
oder da sich 
e(eda— ade) —b(a0b —boda) 














0.cosf = k° p) 
a(aab — bda) — c(bdc — coöl) 
0.C059 — h? ’ 
TE anni nn Mei nn 


findet: 
nie __ (bde—cob)" +(eda— ade)’+(aob—boda)’ 


k* 





7 














: —( ob - — (SI 98, >) = (Eee. m os 
k? . "u 
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und der dem Winkel der Krümmungs-Ebenen, £, zugehörige Halbmesser, 
welcher nur positiv genommen werden soll, ist 


os k? 
Bo ch TA 


je nachdem © positiv oder negaliv ist; dem gemäfs also der Krümmungswinkel 
N k re» .. A) = . 
d = -— zum Winkel der Krümmungs-Ebenen £{, oder der dem leiztern zugehörige 


Os 
os PR O8 . ä Os\’ 
Halbmesser — zum Krümmungshalbmesser 5 sich verhält, wie 1 zu +0.( 


= 


S. 16. 
Die Gleichung für die winkelrecht auf den Krümmungshalbmesser am 
Puncte »n geführte, durch das Element »n,ın (Fig. 2.) gehende Ebene ist 
cosf, (x — x) cosg,(y' —y)--cosh,(2’—x) — 0, 
oder 
D. (böz—cöy)(# —x2)+(c0ox—aöz)(y—y)--(aOöy—böorxr)(2'—z) — 0 
und, in Verbindung mit dieser, die Gleichung für die durch das Element mm’ 
gehende, auf dem Krümmungshalbmesser am Punct =’ senkrechte Ebene. 
welche man durch Differentiiren der Gleichung (D.) nach x, y und 2 erhält: 


E. (box — ocoy—borz — cöy)(x' — x) 
+-(0eöx — daöz-+co’r— aö’z)(y —y) 
+(coa0y—coboxr-+acoy—börr)(2' — x) —= (0. 


Hieraus findet man folgende Gleichungen für die, ebenfalls durch den Punct m 
gehende Durchschnitislinie beider Ebenen: 


nl! Ev 


x' une y —Y Fi 


F' ak?-+(boe—cob)ds’ 1a bh’-t(cda—ude)ös? ch’+(adb— bea)ös? 











Wird nun durch einen Punct in der Berührenden am Puncte m oder in 
der Durchschnittslinie beider Krümmungs-Ebenen, welcher auf der posiliven 


Seite des Bogens s im Abstande Z vom Puncle ın liegt, oder dessen Coor- 
' . ie N 02 . ' n . - 
dinaten +1 )y uuLAere, +12 sind, eine Ebene winkelrecht auf die 
Berührende gelegt, so ist die Gleichung dieser Ebene: 


(«2-15 ÖX -(Y„-y-1.2)oy+@—2-15 0%.-= 0, 
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Die drei Ebenen, deren Gleichungen (D., E. und @.) sind, müssen, da 
keine derselben mit einer der andern parallel ist, sich in einem und demselben 
Puncte schneiden, und die Coordinaten dieses gemeinschaftlichen Puncts sind 
die Werthe von =, y’ und 2’, welche durch die genannten drei Gleichungen, 
indem man die Goordinaten in ihnen gleich annimmt, bestimmt werden. 


Setzt man in die Gleichung (@.) die aus den Gleichungen (F.) für 
y’—y und 2—x sich ergebenden Ausdrücke, so findet man 














De lös(ah?+(bde— cäb)ös?) 
: os’ [(bde— eöb) Or -+(eda — ade) dy-+(a ab —bda)oz] 
ak” 1 or 
— 1. — +1... 
n,, boe—cob as’ 
O8? —————— 
OX 
oder 
or ak? a 
& un 2 ae Mn age ® 2 r see ee * 
Os nz; boe—eob En 
OS - OS’. — 
OX k’ 


Auf gleiche Weise erhält man, wenn man die auf die Berührende am 
Puncte »» winkelrechte Ebene durch einen auf der negativen Seite des Bogens s 
im Abstande Z von = in der Berührenden liegenden Punct legt, dessen Coor- 


or oy Be. RUE . 
dinaten 2 — Il. —., Iban, 3—l.— sind, für die Ordinate x’ des Durch- 
Os Os ' oy 
schnittspunets der drei Ebenen: 
ı 208 
aa  — Rp ) 
os . 
Os? - — 


Die Fi 
Ebene dar; sie werde von dieser Berührenden im Punet A, von der Krüm- 
mungs-Ebene am Puncte »»2 in der Linie 4p, von der Krümmungs-Ebene am 
Puncte »=’ in der Linie %y und von der Ebene (D.) in der Linie kr ge- 
schnitten. Je nachdem die Ebene der Figur auf der Seite von »z liegt, nach 


sur 93. stelle die auf der Berührenden am Punct >» winkelrechte 


welcher hin der Bogen s zunimmt, oder nach welcher hin er abnimmt, wird sie 
von der Durchschniltslinie (#') entweder auf derjenigen Seite der Krümmungs- 
Ebene am Puncte »2, auf welcher das positive Os aus dieser Ebene heraustritt 
und auf welcher demnach der Punet »w liegt, oder auf der entgegengesetzten 


Seite derselben Ebene, entweder in r, oder in r’, geschnitten, und die Durch- 
schniltslinien ar und n’r' der Ebene (E.) mit den beiden durch die Ebene 
der Figur dargestellten Ebenen stehen, weil sowohl die Ebene (E.) als die 
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ebengenannten beiden Ebenen auf der Krümmungs-Ebene am Puncte m’ senk- 
recht sind, winkelrecht auf der Linie Ag. 

Der Winkel Ama’, den die Berührende am Puncte m mit der Berüh- 
renden am nächstfolgenden Puncte »’ in der Krümmungs-Ebene am letztern 
Punct bildet, ist dem Krümmungswinkel Ö gleich, und die Berührende trifft die 


Ebene der Figur in n, oder in n’. Nimmt man daher den Abstand / gleich dem 
N03 

Krümmungshalbmesser o — an, so werden Ar und An’ gleich ©s, und 
v 

da der Winkel Anr, oder kAnr', dem Winkel p4g, d. h. dem Winkel der 


Krümmungs-Ebenen Z, gleich ist, so sind Ar und Ar’ dem diesem Winkel 


Os > a1 D 
zugehörigen Halbmesser ra gleich. Es ist ferner 


ee „Ei ee 

v Os TRITT R OO?’ 
a 
” TEE PRETTTr 


nn 


RN or 
in welchen Gleichungen der Ausdruck 2 — 20:5 den auf die Axe der x 


Ber os ur Pa 2 
projicirten Halbmesser y Am hr an derjenigen Seite der Krümmungs-Ebene an 


Be. i or 
Puncte »n, auf der das positive Ös aus ihr hervortrilt, der Ausdruck &’— x -- 0: — 
Os 


zn os . 
dieselbe Projection des Halbmessers — = Ahr’ an der andern Seite dieser 


> 
2 


Ebene bedeutet, und +5, je nachdem O einen positiven oder negaliven 
Werth hat, eben diesem Halbmesser - gleich ist. 
Hieraus folgt aber 


u 5 4-0 2 u 
«u . ur . .. 
7, oder cosf, mit dem positiven Zeichen, — ; 
v 





wo das obere oder das untere Zeichen gilt, je nachdem © positiv oder ne- 
gativ ist. Eben so ergiebt sich 


b 
— oder cosy 








Pe I A 7 ger 
k ‚ i J re os d os 
„ mit posiiivem Zeichen, — — E — vr : 
e $ © 
— oder cosA un nr 
k Ss - 


und es mufs hieraus der Schlufs gezogen werden, dafs die mit positivem Zei- 
chen genommenen Ausdrücke von cosf, cosg und cosh, wenn © positiv ist. 
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auf die Normale an derjenigen Seite der Krümmungs-Ebene, wo das posi- 
tive ös aus ihr heraustritt, bei negativem @ aber auf die entgegengeselzte 
Seite sich beziehen. 

Ein reelles, in der Gestalt der Curve begründetes Merkmal für die 
Seite der Krümmungs-Ebene, auf welche man die so genommenen Ausdrücke 
zu beziehen hat, so wie dasselbe in Bezug auf die Cosinus der Winkel fi. 
9, A, für die Seite der Berührenden ($. 14.) besteht, findet demnach, wie 
aus diesen Erörterungen weiter zu folgern ist, nicht Statt, da das Zeichen 
der Gröfse 0, für einen bestimmten Punct m der Curve, von der Lage der 
drei Coordinaten-Axen und von den Richtungen, nach denen ihre positiven 
Theile sich erstrecken (welche Lage und Richtungen ganz beliebig gewählt 
werden können) abhangt und, überdies die Seite des Bogens s, nach welcher 
derselbe als vom Punet =» an zunehmend angesehen wird, ebenfalls beliebig und 
unabhängig von den genannten Richtungen der Coordinaten-Axen genommen 
werden kann, so dafs es eben durch diese Seite des Bogens s in die Will- 
kür gelegt ist, die Ausdrücke für die Cosinus der Winkel f, 9, h mit po- 
sitivem Zeichen, bei bekanntem Zeichen des Werlthes von O0, auf die eine 
oder die andere der beiden Seiten der Krümmungs-Ebene des Punctes m zu 
beziehen. 

$. 17. 

Die auf den Winkel der Krümmungs-Ebenen Bezug habenden Aus- 
drücke werden etwas einfacher, wenn man eine der Veränderlichen, z. B. y, 
als unabhängige Veränderliche einführt. 


Man erhält dann, indem man der Kürze wegen 














or o’r De it; 
or’? 9° Mus 
03 02 O5 
>=, 33) 7 Mil 2, 23,, 2,, bezeichnet: 
Oy Oy Oy 
ce m U/n . A 
0 ( Yu T 2/3 
2 BR Z Ku Ku 
EL === + — 08 = + a ui OS 
- — ].2 — „2 u = R Eu : ’ 
h tet ru —rı zu)’ 
I m 2 3 I. fs . 2 
N. true nu). 
Asp ©, 2 ..- ’ 
> BIT ST 27507 
wo das obere Zeichen auf einen positiven, das untere auf einen negativen 
Werth von &,2,,— 7, sich bezieht. 


Um das in den beiden vorigen Paragraphen Vorgetragene durch ein 
einfaches Beispiel zu erläutern, werde hiezu die Curve gewählt, welche durch 
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u“ 


den Durchschnitt der krummen Flächen zweier geraden Cylinder, deren Grund- 
flächen Kreise sind, gebildet wird. 


Die Axe des einen Cylinders, dessen Halbmesser — R sei, werde zur 
Axe der 2, die Axe des andern, dessen Halbmesser —=r, zur Axe der x 
und der Durchschnittspunet der beiden winkelrecht auf einander stehenden Axen 
zum Anfangspunet der Coordinaten genommen. 


> 


Die Gleichung des ersten Cylinders ist Y--@="—=R', 








Die Gleichung des zweiten - - - yY-+-z’=r., 
und es ist 
v ) 
"u er 2 z ——, 
. r ' z 
| R’ ar y 
T u 2° re 23? 
_ 2 2 
= —3- J s > A de 
u Po m 25? 


wo 2 == y(R’—y’) und zs=y(r’—y‘) mit dem positiven Zeichen zu neh- 
men sind, indem man nur das Stück der Curve, dessen Coordinaten x und 2 
positiv sind, betrachtet. 


Es findet sich ferner 











h? k - a R'z°+r'2°1(R’— 1?)?y° 
6 y’ oder z + ZT Te (3, ru L, 3) 45; „6 r® ’ 
a 2 »3.8 4 
O8 | 2 EWR R’r pe ‚A 
(Z oder 1 T- L +2, _ Zt 
} ds® (RR? — y) 
” oder — = ne _ und 
\ k? R'z’+r!2°+(R’— r?)’y'?’ 


_ 3yRr(R’—r°), 





DA —j717 
Iran PR 











uTınm _ z’r° 9 
n.,3 2.3 
«d OY 5 
— ll +—— m — - — , 
cosf oder 1; u Y(R'z°+r!2°+(R’— r?)?y°) , 
b oy’ y(R’—r’) 
c059 oder k . (2, ZT, HE, 2) k a) Fra VY(R'z°+r!2°+(R’— 7?)?y°)’ 
hoee = — x > Rz 
cos E Zu (Rz tra HR? r?)?y°) 


Ist R=[r, so wird 2,7,,—%7,?,, für jeden Werth der Coordinaten 
gleich Null, und man erhält 
2,—=Cz, z3=C0r.+0, z=C24+0y+C; 
wo C, C’, C" willkürliche Constanten sind. Die Curve liegt in einer Ebene. 
Crelle's Journal f. d.M. Bd. XXXVII. Heft 4. 42 
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und da <= r=r für y=0 ist, so it C=1, Ü'"—=C"—=0 und 
E = L; 
d. h. diese Ebene geht durch die Axe der y und ist unter 45° gegen die 


Axen der z und x geneigt; 


” * | 
cosf wird = — —, 00590, csh=-,, oder 
y*- Y 
a h e . ä ; ' ce a 
7: 7% 7, mil posiliven Zeichen, beziehen sich auf die Normale an derjeni- 
t t t 


gen Seile der Ebene, wo der positive Theil der Axe der 2 sich befindet. 


$. 18. 
Es sei R>>r, so kann der absolute Werth von y nicht gröfser als r 


angenommen werden, und &,&,,— X, ,%,, Wird negaliv, wenn y positiv ist, und 


4 dd 


umgekehrt; cosf wird immer negativ, cos4 immer positiv und cosg negaliv 
für positive, posiliv für negative Werthe von y. Die Ausdrücke für cosf, cosy 
und cos in ($. 14.) müssen sich demnach auf die Normale an derjenigen Seile 
der Krümmungs-Ebene, wo das posilive Os aus ihr hervortritt, beziehen, wenn 
v negaliv ist, und bei positivem y auf die Normale der andern Seite. 

Um zu zeigen, dafs dieses wirklich der Fall ist, sei e irgend ein, als 
bestimmt angenommener positiver oder negaliver Werth vony, und e-- ein be- 
nachbarter Werth von y. Nimmt man s so an, dafs es mil y zugleich wächst, so ist 


y v2 or Y23 023 VE 2 
rs ; 4 9 
y(R’r’—y‘) 














ö 
os vr —yrt)? Zalei Y(R’r—yr‘)? 0 
das Wurzelzeichen mit --, und eben so x und & fortwährend positiv genom- 
men. Heifst dann 4 der Winkel, den die Berührende an dem Punct, für 


welchen y==e-+-0 ist, nach der positiven Richtung von s mit der Normale auf 





der Krümungs-Ebene an dem Punct einschliefst, wo y==e ist, und zwar 
mit dem Theil der Normale, auf welchen sich die Ausdrücke für cosf, cosy, 
cos mit posilivem Zeichen beziehen: so ergiebt sich, indem man in diesen Aus- 


. .. 082 0. 
drücken y=e, in —, =-, „_ aber y=e--l setzt: 
u os os os ui ' 
or 1 oy } O% 
cosA = cCosf- — -- 005 4- —-- cosh- — 
A} | J Os | os 
1 





zu Bene e+ö\r?zr’—e? 2__»?)rz-—(e ö)R?. 2,3 
— VRR —(e+9)°) YyCR'z tr HR’—r?)?e®) (e+ö)r za’ —e(R’—r?)x-(e+O)R’xz’ |, 


(wo noch y{r’— (e--0)), YCR’— (e-H0)’) im eingeklammerten Factor und 


yr—e),. yR’—e) im Nemer statt s und x zu selzen ist) oder 
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R’r’ 
Y(R’r?— (e+0)' VRR — ey’ Hr R’— e?y’ + (R’— r?)?e*) 


x [er CE) -e HJ) VCH) 
+9, (1-CH) 1-2) ] 


Wird nun der in den Klammern enthaltene Ausdruck miltels des Taylor- 
schen Theorems, nach welchem z. B. 


(9) = Yı-9)-20-9) 3-30) 


ist. nach Ö entwickelt, so verschwinden die Coöffieienten von d” und von d, 


COSA = - 








und man erhält, wenn man die dritten Potenzen von d, da sie keinen Einflufs 
auf das Zeichen von cos haben können, gleich Null setzt: 


Cosi == 


tel — R’r 


N ./ BT — e’’Lrt(R’— e?)’- +(R’—r?)® )?e®)? 


VE-O)-1L-G 


Man sieht, dafs der Winkel A, welcher für d==0 ein rechter ist, für 











kleine positive oder negative Werthe von Ö bei posilivem e gröfser, bei ne- 
gativem e kleiner als ein rechter wird, und dafs somit das positive ©s in dem 
Theile der Curve, für welchen y negativ zu nehmen ist, an derjenigen Seite 
der Krümmungs-Ebene aus dieser heraustrilt, wo die Normale sich befindet, 
auf welche die Ausdrücke für cosf, cosy, cosA mit posilivem Zeichen sich 
beziehen, in dem andern Theile der Curve aber, wo y posilive Werthe hat, 
an der enigegengeseizten Seite; was mit der oben aus dem Zeichen von 


3,00 Tu gezogenen Folgerung übereinstimmt. Bei negalivem Ös ändert 
R rs 0OX2 0y 0% PR 
der Ausdruck für cosi sein Zeichen, weil 729 357 De das ihrige ändern, d.h. 


das negative Os tritt, wie natürlich, an der enigegengesetzten Seile als das 
positive Os, aus der Krümmungs-Ebene heraus. Wird dagegen Ös, nach der- 
selben Richtung, nach welcher es vorhin positiv gesetzt wurde, nunmehr ne- 
galiv angenommen, so dals s abnimmt, wenn y wächst, so ändern dadurch 


no . , 57 r r A > . r . ® rys . 
X £r ©, und mit ihnen cos%, ebenfalls ihr Zeichen, oder es tritt der Theil 
Os’ Os’ Os’ 

der Normale, auf welche die mit positivem Zeichen genommenen Ausdrücke 
von cosf, cosy und cosh zu beziehen sind, durch diesen Wechsel auf die 


42 * 
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- 


andere Seite der Krümmungs-Ebene über; woraus erhellet, dafs es eben 
dadurch, dafs der Bogen s in bestimmter Richtung willkürlich wachsend oder 


ınlr np > ı Y orte 2 2 In ys . . nz P 
abnehmend geselzt werden kann, gestaltet ist (die Gröfse z,x=,,— x,,z,, mag 


[IE 
für den bestimmten Punet, an welchem die Curve betrachtet wird, einen posi- 
Iiven oder negaliven Werth haben), jene Ausdrücke beliebig auf die eine oder 
die andere der beiden Seiten der Krümmungs-Ebene dieses Punctes zu be- 
ziehen, oder, was dasselbe ist, den Werth von cos4 beliebig in Bezug auf 
jede dieser Seilen positiv zu nehmen; welche Bemerkung allgemein für jede 
Curve gilt. 


Für e=—0 verschwindet der Ausdruck von cos4. Man findet aber un- 


Rr[yl-)-Ye-)] 


cosA —= „nee 


veR’+r)(R’r— 05) 


mittelbar für e=0: 








welcher Ausdruck negativ ist, wenn d posiliv, und umgekehrt. Er ändert 
das Zeichen sowohl mit Os als mit d, und behält es daher, wenn beide zu- 
gleich es ändern; er verhält sich in dieser Beziehung anders als der allge- 
meine Ausdruck für cos, indem der entsprechende Punct ein Wendungspunet 


oder 2,2,,— 2,2, 0 Ist, für y=I. 
S. 19. 
Bei einer gegebenen Curve von doppelter Krümmung lassen sich zwar 


an jedem Puncete, wenn die Krümmung nicht zu gering ist, nicht nur die 
Seite des Bogens, an welcher der Krümmungshalbmesser liegt, und die Lage 
der Krümmungs-Ebene, welche durch die Berührende und den Krümmungshalb- 
messer bestimmt wird, ohne Schwierigkeit erkennen, sondern auch meistens 
die Seite der Krümmungs-Ebene beurtheilen, an welcher das als positiv 
venommene nächstfolgende Element des Bogens aus ihr heraustrilt: da sich 
aber selten wird « prior? unterscheiden lassen, ob bei der angenommenen Lage 
der Coordinaten-Axen die Gröfse 2,x,,— X,,%,, für denselben Punct einen 
positiven oder negativen Werth hat, so wird, wenn man die Gleichungen (K. 
in $. 13.) auf einen gegebenen Fall anwenden will, nichts anderes übrig blei- 
ben. als, indem man die Ausdrücke von cosf, cosg, cos%h auf die Normale 
einer bestimmten Seite der Krümmungs-Ebene bezieht, das Zeichen dieser 


B 


Ausdrücke vorerst willkürlich anzunehmen, und in der Folge zu unlersuchen, 


ob das Resultat der Rechnung die Annahme rechtfertigt. 
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$. 20. 

Um die Gleichungen (K.) mit den in der Schrift: „Über Gleichgewicht! 
und Bewegung etc. $. 113. und folg.” für den Fall der Bieeung eines Kör- 
pers durch eine einzige Kraft » abgeleiteten Gleichungen (3. und 4.) zu ver- 
gleichen, gebe man den Axen der Coordinaten die dort angenommene Lage 
und Richtung, so dafs der Angriffspunet der Kraft » der Anfangspunet der 
Coordinaten ist und die posilive Axe der y mit der Richtungslinie der Kraft y 
zusammenfällt und mit dieser die gleiche Richtung hat. Nach der Figur der 
Curve, welche die Construclion in der angef. Schrift (Fig. 22 — 25.) voraus- 
setzt, muls man annehmen, dafs das positive ös an der Seile der Krüm- 
mungs-Ebene nmg, wo r liegt, aus ihr heraustritt, dafs die durch den Punet m 
gehende Normale auf der Krümmungs-Ebene, an derselben Seite der letztern. 
die parallel mit der Axe der z durch diesen Punet geführte gerade Linie unter 


'oRn 





einem spitzen Winkel schneidet und dafs „ die Tangente des Winkels, den 


C IYy 


die Projection der Berührenden am Puncte »» auf die Ebene der yund x mil 


j ww ’ ) BY) | 
der Axe der y einschliefst, bei zunehmendem .x abnimmt. also — wächst. 
DE 


n2 


oO * [3 * . - * r * 

oder 2 positiv ist, dafs daher der mit positivem Zeichen genommene Aus- 
oOxX’ 0°’ 

druck für cosA, welcher — -—- --—z Ist, wenn. wie in derselben Schrift, 


k 08° 
x als die unabhängige Veränderliche angenommen wird, sich auf die Normale 
an derselben Seite bezieht, und dafs demnach, wenn man die Ausdrücke für 
cosf, cosg, cosA auf die Normale der andern Seite, welche der bei der auf 
die Zerfällung der Biegungs-Momente nach den Haupt-Axen der Normalschnitte 
Bezug habenden Construction ($. 12.) dieser Abhandlung als bestimmt an- 
genommenen Seite der Krümmungs-Ebene*) entspricht, beziehen will, 




















, ? , i r na nn ns 
— aydz— I20°y Oy0O2 — 07 o’y 
cosf u ze = — (0: — —_, 
k os 
r nm ar nn 2 a N .122. 
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cosh = — | IHREN» e 
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gesetzt werden müssen. 


*) Derjenigen Seile nemlich, auf welcher der dem Krümmungshalbmesser entge- 
gengeselzt liegende Theil mg der Durchschnittslinie der Krümmungs-Ebene mit der als 
Axe der « bezeichneten Haupl-Axe md des Normalschnitts den spitzen Winkel & bildet. 
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Für die Biegungsmomente «u, «, in Bezug auf die Haupt-Axen nd, 
me ($. 12.) erhält man, wie in der angeführten Schrift ($. 115.) gezeigt ist, 


die Ausdrücke: 





u Tall 2.) 


eUcos£ p er) 
e5 0s/’ 


wo &, 5. o die früher in dieser Abhandlung für sie angenommene Bedeulung 
haben. S den Flächen-Inhalt des Normalschnitis und 7’ und U die Drehungs- 


momenlte des Normalschnits [löi, Jwöi in Bezug auf die Axen nd, ınc 
bezeichnen, so dafs 








“ | edhuiis 








9’ 


usinä- u,cos — d-m(Tsin &° 1 


sin 


ven 


a Bu ,; 
ucosu— using = —(1—p)(T—U)cos 
i ( 





i s ' pP Y 
ist. wenn zur Abkürzune ’p statt « 
4 ; Pr os 


Da ferner p die einzige spannende Kraft ist, deren Angriffspunet mit 
dem Anfangspunct der Coordinaten und deren Richtung mit der Axe der 
y zusammenfällt, so ist in den Gleichungen (AK) X, = = Z= 0, 
P— R=0, Q=p, «—=b—=e'—0; und diese Gleichungen werden, wenn 
man, wie in ($. 17.) y als die unabhängige Veränderliche und x, x,, X 


5 nr ‚> 


>. 2,5 &,, In der Bedeutung wie in eben diesem Paragraphen annimmt: 


Ox \/ . r “ oy 
P3 — 7: +e(1—'p)(Tsin&?-- U cos$?) )e, 


/ os Os 


gesetzt wird. 


[IE 





- e(1—p) ET —UÜU)cos$si n&(22) (7,+2,(2,2,—-72)) = 


oO) ur) 2) oy ’ 
R 1. - e(1—'p)(Tsin5°+ U cos5?) (=) (2,2, — 0,2, 
a 
m ah FT sin nr eo, | > am 
e1—p) T—U)cosssin$ een == 0, 
03 . 
— JC—T- —ll P\Tsins’+U)coss u N) x, 


e 1—'p)(T—ÜU)cosSsin 





un 


R 


au —aa2u— 22) = 


Man sieht, dals, wenn Ü—=T ist, d. h. wenn sämmtliche durch den 
Centralpunet des Normalschnitis gelegte Axen Haupt-Axen sind, die Gleichun- 
gen einfacher werden, indem das letzte Glied jeder derselben verschwindet 
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und der Winkel 5 herausfällt; welche Bemerkung schon auf die Gleichungen (K.) 
Anwendung findet. 





S. 21. 
BER . u > . 8 . 
Man multiplieire die erste der Gleichungen (KA.) oder (Z.) mit —, die 
OS 
oy 0% : j 
zweite mil 35? die dritte mit Er und addire die Producte. so verschwin- 
den, da 
OR | Oo ı 0% 
cosf-—-- c0sg- —--cosh-— und ebenso 
5 J os ! os 
Or ı oy 0% ä ie ii 
cosfı7 37 00891727 c08hı- re gleich cos90® ist, 
Ss y j 


die « und «, bie Glieder in der Summe, und man erhält aus den 
Gleichungen (Z.) für das Torsionsmoment: 


r — ple OX a 02 
Tb 273 


unabhängig von U und T. 


os 


Wird dieser Werth von = in die Gleichungen (4.) gesetzt, so giebt 
die erste derselben: 


p 2 ur TDeRr* 
d. Br; == 3-2 (27, +22,)) 
Ds OY, T'si ge: U 058°) -- oy (« u )) cos &sin a TU): 
en De Fu sıns | C S | ds u % ACH. j 2 >s5s s(- 35 
die zweite: 
) 
b. — —- (sr —ız 





= ; (TE, 2.) Tsins’+ U c0s)— (57) (2,2,72, z,)cosssins(T— I 


die dritte: 


c. = (+2, (22, 422,))) 


_ 
oy Ar ae A r 
—-„z,(d sinS$ a )T =) (z, —%,(2,%,—%,%,)) eosssins ( T- U). 
Wird die Gleichung («a.) von der Gleichung (e.) abgezogen, nachdem 
jene mit 2, diese mit &, multiplicirt worden, so ergiebt sich: 
p Yer “> 
GE 


p 
or ' 22 — x x £ Y T 
=) (2,0, +2, 2,41 sins 4- U coss )-(Z 2) (@,®, 2 „)e0 cosfsine TU). 
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lo. 


findet sich ferner aus (db. und d.): 











Es 
oy\ 
e. ei (Dr, — 2%, 2,) 
os ‘ 4 4‘ u’ 
Os j 4 . w « . . r 
7 war z)(UVcos&’+ Tsin&’) + (20, — x22,)cos&sin&(T— U) 
p OY 2 I 
(d—'p U®cos&’+ T”sın&’ | 
er 2 
ae \ 
!- (22) (*,ı ar T, 2 
Dy . 6} r ..2 f & . . a} 
— ya IRRE SR a —U) 
yp 0 $ oe 
dm T’sin Ef ÜreosE 
it x, zum Product der Glei- 


Wird das Product der Gleichung (e.) mit &, 
chung (f.) mit x, addirt, und hierauf das Product der Gleichung (f.) mit z, 


vom Product der Gleichung (e.) mit abgezogen, so erhält man endlich: 


p Oy Ucos&’-+ Tsin£? ER 
(2) ü - ae Vroos Er Tin RN ra,@r,2%)) 
1 cos &sin &(T—U) ] 
\ E a 








ee I, er Ze o 
| T’ sin & + U*cos$&? 


Fee. T sin $°-+ Ucos & (2 12 .,y 33 wm 6 ; 
os T’sin&®+U?*cos& "|! ELTERN 
„ a ]; 
T’sin&®+U?cos&’J?’ 


BL A 
(2), (1 p) 








„Uber Gleichgewicht etc. $. 116.” 


welche Gleichungen mit den in der Schrift: 
nämlich mit 


auf anderem Wege gefundenen Gleichungen übereinstimmen; 


3. (Hy 
y’ £ m LTR c+2 < 2 'Ley”) + 2zYy'c0sy siny(77 er n)]: 


p = CR 
' os U 
4. 37% 
os 


e(1—'p) 
—b [SE (2UX LEBE) 2 ze’) — (at 22')Cosy5i de) 
ds ;, RN, 2 )— (x | 22.)c0S/ sinx UT i 





vr e(1—'») 


in welchen 


OD 

us 
Q) 

Fun 





\ 
. | = 
x» 


2 
a D&D 
[A 
Q) 
[27 
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u 
Q) 
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ee 
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’ [2 
D4 >4 stalt - 
: ‘ or’ 


Q) 
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Gleichung 


geselzt ist und der Winkel 2 zum Winkel 5 in der durch die 
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Un 


usgedrückten Beziehung steht; denn es ist 


Di 


ij Mj, Tu Pe N, Sy I, Lu 2% OY 


_ 
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y=- 


War 


— FT |, Peue___WEEENTEEGEEEdeG —_ ’yv . u ..@ 
’ 4 3 ’, nn na ae 4 ru be) 


a R . u ’ 3 
2, LK, 2, Os ' os 


T 
angxy = 17 tang 
4 


2 


r 


aus tangy — zriangS$ findet sich aber 











EEE ( 1 1 ) _.  eos$sin&(T—U) 
APNZ\U T/  Trsin®+U?cos®? 
sing’ , cosg? _ Tsin&’+Ucos!? 
T' U  Trsin®+U?cos?®’ 


und durch Substitution der einen dieser Ausdrücke für die anderen gehen aus 
den Gleichungen (3. und 4.) die Gleichungen (M.) hervor; und umgekehrt. 


Mit dem aus den Gleichungen (Z.) folgenden Ausdruck für das Torsions- 
} 
O. 


moment 7 = -p(z mr 5) ist der in der angef. Schrift ($. 114. und 116.) 
für das Moment Pi in die Ebene des Normalschnitts fallenden Theilkräfie ge- 
p(z— x’) 
vity+?") 


Sollen endlich die im vorigen Paragraph über die Seite, an welcher das 





gebene Ausdruck om.pcos I — gleichbedeutend. 


positive Os aus der Krümmungs- Ebene heraustritt, und die über das Zeichen 

von cosf, cosg und cos4 gemachten Voraussetzungen mit einander bestehen 

können, so muls nach ($. 16.) z,®,,—x,2,, eine positive Gröfse sein. 
Selzt man zur Abkürzung 


ep) Ody Trsin! LU reosE u I—'») 7 sin & mr ce 








so ist 
2, =v(ce+r(e2,+22))—-w2, 2, =v(e42 (22, +22)) wer, 

und man findet 
ov 





=, 4r (22, 4-22)) +v(z,(142’+ 2/4027, +22,)+8,(08,-+22,)) 
ui ow 
— 102, — 5,2 
ov | Ä ae 
2,=, (z-+2,(2r,423))+- v2, (142424227, +22) + 2,(28%,+22,)) 
ow 
2. wer, ==: 5, 
Oy 
5) $ 
2, Fun (zur, — — 2) [1 + vr.( ) —+v (‚x +2" - 1 (er, +22)’ )] 
\ ! oW 21281. ua 
+ v’w(zx, +22 (2 2° + (er, --22,)) (ee  — Tez -2°--(2r7,+233,)). 


Crelle’s Journal f. d.M. Bd. X\X\XVII. Heft 4. 43 
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Nach den Voraussetzungen der Construction ist z2=,— xx, (welches 
T 08 


-—.— ist), so wie 22, --2z2,, positiv, und der Winkel % ist gröfser als der 
pPp oy | 


Winkel 5, oder 7 gröfser als #, daher :» ebenfalls positiv; ferner ist, da : 
jedenfalls im Verhältnifs zu p sehr grofs ist, ® eine negative Grölse von absolut 
sehr kleinem Werthe, so dafs auch der Factor, womit 32, — .xz, mulliplieirt 


posiliv sein mufs. Die Grölse &,2,,— X,%,, Wird daher nur dann negaliv, 


ou 
wenn %- 





ow 
— v:— negalivy und zugleich das dritte Glied des für jene Gröfse 
OY oy 


sefundenen Ausdrucks gröfser ist, als die Summe der beiden ersten Glieder. 
Tritt aber dieser Fall ein, so ist IR zu folgern, dafs die Zeichen der zwei- 
deuligen Gröfsen, so wie sie bei der Construction der Gleichungen angenom- 
men wurden, mit den übrigen Annahmen der Rechnung unvereinbar sind. 

It T=U, so verschwindet ww, und 2,2, ,— 2,2%, Wird positiv. 

$. 22. 

Was die Beständigkeit des Torsions-Moments x betrifft, so zeigt 
Poisson (1. No. 318.). indem er die für das Gleichgewicht des gebogenen 
Körpers abgeleiteten drei Gleichungen differentiirt, darauf die auf die Axe 





or 
der x Bezug habende Gleichung mit Erg und eben so die auf die Axen der y 


oy 0% .. h 
und & Bezug habenden Gleichungen mit Er und Ds multiplieirt und die drei 


Producte addirt, dals Or für jeden Werth der Coordinaten gleich Null ist. 
Wird dasselbe Verfahren auf die Gleichungen (K.) angewendet, so 
erhält man, De (2— 2’)? S’0s’ eben so viel ist als 


BY Sos— =YßSös oder als Y3S s)ör, 
( 


s— UV 
indem die Sat Br Accent eben das a in Bezug auf x, y, z, 


wie jene mit Accent in Bezug auf &,, y,, %,, und weil [ZU y-yBStöR 


=) 
yr s— 0 
eben so viel ist als en ös)Oy, u. S. W.: 
s-0 5-0 
Ö A, = af TPRbe—ErfiRpBnn, 
s—0 
3Y — fs z/XSös, 
s— 0 


oZ, — 2 ARBfe De Y3Sös, 


s- 0 























15. v. Heim, über die Biegung elastischer Körper. 339 


und findet 


desgleichen ist 


e[Q&—e)— Riy—b) > o[R(x— a)— P(z —c' ] 


Os 


LöPYyr N —- Ol — a) — 0. 


os 
Ferner findet sich. da G a) (2 E}- (5) — 1] und 
y 








oO r F; O4 o r oy 0% « 0% | 
— ho um. - —— )' == —— (0 on 15 
os 98 os Is 1 8s os 
af Oa\O8 , ( Oy\ Oy . ( O2\ 03 e 
O\T°’- - 7 Den et A Men. > = Or. 
\ 0s/0s | s/os ! 0s/08s 
und für 
« . . sw Oo ’ 
© [ecosf( usinS-- u, cos$ + Ö [cos g (usin&-- u,cos&)|— 
(i | h 1 ) os 


r ‚ . w Pa Wu 03 
© [cosh(usinS-+- u, cos$)] — 
Os 


erhält man, da nach der Bezeichnung in ($. 15.) sowohl o&--böy-cöz, 
als oaoz--oboy--0coz—0 ist, ebenfalls Null. 
Setzt man der Kürze wege 


) r ie in 
(1 4.2 - ”\( T—U)cosäsin® = w,. 
EI 08 
wo man sich nunmehr unter p die Resultirende vorzustellen hat, welche alle 
die Kräfte, durch welche die Schicht des Körpers am Punet >» gespannt wird. 
haben würden, wenn ihre Richtungen in einem und demselben Puncte zusam- 
menliefen, so ist nach ($. 14. und 20.): 
n O8 
os 


cosfi(ucos$ — using) = — — 11, 








cos y, (u CcosSs — usinf) = — ——:w,, 





" E® os 
cosh,(ucosSs— usinf) = — —— wı. 


und es ergiebt sich, da aus der Gleichung 
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durch nochmalige Differentiation 


r n a 
— n 0% 
er: 9-2 163 =) (035 =) Kan) 
Or. 8 FE: Os : 0% os 


( 
n 


























- . - a ( J u Er u Ü — _—— 
os \ os 8 Os os os u I = Betr 
folgt. und da 
a ni NR n 2 
a Wi OY 0% 
ds 0.55 = 
vw) j « Je ! . .. ie 
cosf} --cosgı +-coshi = oe] | —— . © 2 — 1 ki: 
fh Ui X OR F os .\ 08 
O4 Pr oO) O2 
0°; get N 
os l 04 Ö os l oy | ö os 0% w, i s 
( —:W — —— 9 __ / N rn J 
os ıyos ! os os! os i $ 0° i 
und folglich 
= — Seli— I T—U)sin&cos® 
O 5 .0s 


Man sieht aus diesem Ausdruck, dafs das Torsionsmomen! 7 nur in den 
Fällen constant ist, wenn entweder T—=Ü ist: d. h. wenn alle durch den 
Schwerpunet der Normalschnitte gehenden geraden Linien Haupt- Axen sind, 
oder wenn der Winkel <= 0 oder — 90° ist, d. h. wenn jeder Normalschnitt 
von der Krümmungs-Ebene in einer Haupt-Axe geschnitten wird. Findet 
keine dieser Bedingungen Statt, so ändert sich 7 mit den Coordinaten, und das 
Differential Or ist dem Unterschiede T— Ü proportional, welcher erheblich 
sein kann und nach ($. 5.) z. B. = „us hg(h’— g’) ist, wenn die Normal- 
schnitte die Gestalt eines Recht-Ecks haben, dessen Seiten % und g sind. 

Die Beständigkeit des Torsionsmoments ist demnach in dem besondern 
Falle. wenn Ü’ und 7’ unter sich gleich sind, eine Eigenthümlichkeit der durch 
Biegung entstehenden doppelten Krümmung, und als solche um so bemerkens- 
werther, da sie, wenn die spannenden Kräfte so am Körper angebracht sind, 
dafs Drehung (Torsion) ohne Biegung erfolgt oder dafs die Centrallinie gerade 
bleibt. in gleicher Allgemeinheit, wie wenn Biegung und Drehung mit einander 
verbunden sind, nicht mehr bestehen kann. 


Es mag noch bemerkt werden, dafs Das, was hier über das Torsions- 
moment gesagt ist. ebensowohl seine Gültigkeit hat, wenn die Normalschnitte, 
und folglich U, T, S, mit den Coordinaten sich verändern, als wenn sie in 


anzen Ausdehnung des Körpers sich gleich bleiben. 


der o 


- 
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$. 23. 
Für U=T gehen die Gleichungen - $. 21.) in 
oy p oy | 
NV. en os ee ar (eH r,(@2,-%%))» 
y 5 ‚oy 
(5 2,1; 2) er ir; (372,00, %%,)) 


über, und die letztern A sind gleichbedeutend mit den beiden fol- 
genden, welche aus ihnen hervorgehen: 














Kurt 2i3u p 1 un Sc Lo 
A+2’+2° ‘ &5 Ar) bi eU ee 
h. Su zu CE EN EYE EIEN un 
Atarta — Aherta) 
Das erste Integral der Gleichung (4.) ist 
Ta u © oder 
A+r'+3 )’ 
‚IX 02 
h,. z& "ds rd > —— C; 


i . oo, Or 02 
welches mit der in ($. 21.) gefundenen Gleichung 7 — n(2:7-- © 7) über- 


einstimmt, da Or —=ß0 ist. 








Sind die Factoren z und Be consianl, so ist ferner das erste Integral 
der Gleichung (g.): 
1 p 1 pP ) a | 7 
RE DE =  — —- (z2?12?)1C' oder 
(A+2?+23% °:S A+n’+z/’ 20? TR) 
p oy 2 | pri) Aiie) a I ge 
9. 20-2) nette 


Die Gleichungen > und 4,.) sind unter den bemerkten Beschränkungen 
zugleich die ersten Integrale der Gleichungen (N.); die zweiten Integrale der- 
selben werden sich dagegen nicht in endlicher Form darstellen lassen. 


Demnach müssen sich also auch die Gleichungen (8. und 9. $. 118.) 
der Schrift „Über Gleichgewicht und zen etc.” integriren lassen, und 


long ' '!y"(z—x2') 
insbesondere ist die Gleichung 2" — — en 


Gleichung (4.). 





daselbst identisch mit der 
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$. 24. 
Die von Poisson für das Gleichgewicht eines gebogenen Körpers 
entwickelten Gleichungen sollen nach ihm auch auf einen Körper mit ursprüng- 
lich gekrümmter Centrallinie anwendbar sein, wenn man in dem Ausdrucke für 


das Biegungsmoment « (unter # den Krümmungshalbmesser am Puncte m vor 


1 1 1 j . ae a 
der Biegung verstanden) Yen stalt -- seizt. Allein die Richtigkeit dieses 


Ausdrucks unterliegt in diesem Falle noch gröfsern Beschränkungen, als in dem 
Falle eines Körpers mit ursprünglich gerader Centrallinie. In den Schichten, 
in welche man sich den Körper durch winkelrecht auf die Centrallinie gelegte 
Schnitte gelheilt vorstellt, haben die Fiberntheile nicht mehr die gleiche Länge, 
wie bei ursprünglich gerader Centrallinie, und die Spannungen zweier Fiberntheile 
einer Schicht verhalten sich daher nicht einfach wie ihre Abstände von der 
Biegungs-Axe. sondern das Verhältnifs ihrer Spannungen ist zusammengesetzt 
aus dem Verhältnisse dieser Abstände und aus dem umgekehrten Verhältnisse 
der Längen der Fiberntheile oder ihrer Abstände von der geraden Linie, in wel- 
cher zwei aufeinander folgende Normalschnitte sich schneiden. Auch bei einem 
solchen Körper hat im Allgemeinen jeder Normalschnitt zwei Haupt-Axen 
ähnlicher Art, wie bei gerader Centrallinie: der Durchschnittspunct derselben 
ist aber nicht der Schwerpunet des Normalschnitts, sondern ein anderer Punct. 
dessen Lage von dem Durchschnitte des Normalschnitts mit der ursprünglichen 
Krümmungs-Ebene abhangt, welcher indessen zugleich derjenige Punct ist. 
um den die Drehung (Torsion) des Normalschnitts Statt finde. Die Momente 
der Biegung müssen daher ebenfalls auf die beiden Haupt-Axen bezogen 
werden, und durch die Bedingung, dafs dieses nur auf eine Axe geschehen 
dürfe, oder dafs alle durch denselben Punect gezogenen geraden Linien Haupt- 
Axen seien, wird man hier zu einer Abhängigkeit der Gröfse des Normal- 
schnitts (z. B.. des Halbmessers, wenn er ein Kreis ist) vom Krümmungshalb- 
messer r geführt. 

Sind indessen die Ausdrücke für die auf beide Haupt-Axen bezüg- 
lichen Biegungsmomente w, «, richtig bestimmt, so lassen sich die Gleichun- 
gen (K.) auch auf Körper mit ursprünglich krummer Centrallinie anwenden. 
In Betreff der Darstellung dieser Ausdrücke wird auf die angeführte Schrift: 
„Über Gleichgewicht ete. Cap. V.” verwiesen. 


Die allgemeinen Bedingungen des Gleichgewichts fester Körper müssen, 
wie Poisson im „Trail& de Mecanique I. No. 261.” selbst bemerkt, auch für 
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° l 


solche Systeme materieller Puncte noch bestehen, deren Theile nicht auf un- 
veränderliche Weise unter sich verbunden sind; aber diese Bedingungen sind 
dann nicht mehr ausreichend, sondern es treten für das Gleichgewicht eines 
jeden solchen Systems noch weitere, ihm eigenthümliche Bedingungen hinzu. 
Solcher weiterer Bedingungen findet insbesondere für das Gleichgewicht ge- 
bogener elastischer fester Körper eine gröfsere Zahl Statt, welche die 
Rechnung nicht aufser Acht lassen darf, wenn sie zu richligen Ergebnissen 
führen soll. 
$. 25. 

Der in ($. 117.) der angeführten Schrift für das Differential des Win- 

kels 4 entwickelte Ausdruck bedarf ebenfalls einer Berichtigung. Man finde! 


o.pms 


nämlich, dafs der für abgeleitete Werth mit demjenigen, welcher aus 


OX 
sinpms und cospms ($. 116.) sich ergiebt, nur dann übereinstimmt, wenn 
2"—0, oder auch, wenn z2’y""— y’z" —=0 ist; d. h. wenn entweder die 
Krümmungs-Ebene am Puncle »r2 mit der Richtung der biegenden Kraft (der 
Axe der y) eleichlaufend ($. 119.). oder wenn der Punct m ein Wendungs- 
. je) k ? o 
\ . |; a ._ .._ 0.ump 
punct in Beziehung auf die doppelte Krümmung ist; daher auch der für 
OX 
gegebene Ausdruck ($. 117.) nicht, wie er sollte, verschwindel, wenn man 
7: : I 7 Rh ed 
den Winkel wny constant gleich Null oder 2’ = — re, selzt. 
'+ry"” 
Der analylische Werth des Winkels ©; be er aber aus folgen- 
je) 
den Betrachtungen. Es ist ($. 116.) = 


aber auch, wie ($. 117.) gezeigt, O4 = 0y-+0.umg, folglich ist 


. , (z or . 02 p N 
0S = 0y = —\(3'- — TI- — )——(0S. 
’ / os s/n9S0'ci 





«‘ 





5-Lumg, daher og = 05-; C-umg;: 


Nun erhält man ferner für eine ursprünglich gerade Centrallinie ($. 115.): 























langy — 7 langs, 
daher 
’ T re 
Ö-langx oder öy(l--iangz) = Ö-Trlangs-+ 7 östl +Htangs‘) und 
-.__ (UoT— T3U)tangg + (T’+ U’tangz’)o& 
1 Zi UT(1-Htangy?) 
UOT— ToU . T’ cosy’+U°’sing’ „.. 
ML... - siny cosy - —— 2 4.05 
Ü q !' UI 
UOT—ToU . hr T’cosy’ + U’siny’ (2. BE: p er 
me uT sın/% c0oS/ sure UT F 7 nSod “ -# 
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« 


Es ist indessen besser, den Winkel 5 statt des Winkels 2 in die 
Gleichungen aufzunehmen, weil dann einfach 05 = 0 ist, und weil für U=[T,, 


a 
.. 


ann. AR dr / a u 
für eine gerade Centrallinie Um die Centrallinie mag ursprünglich 


serade oder krumm sein, eine constante Gröfse ist, der Winkel 5 folglich in- 
tegrirt sich darstellen läfst. (Die Bezeichnungen haben hier dieselbe Bedeu- 
tung wie in der angeführten Schrift.) 


Ulm im December 1847. 
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16. 
Die Doppel- Integrale 


II y (ax” +by”)ar'y'"'dıdy, rYr G (ax” +.by”) a’ "'y""dedy; 


ihre gegenseitigen Beziehungen und die Reduction 
derselben auf einfache bestimmte Integral- 
Ausdrücke. 


(Von dem Herrn Prof, Raabe in Zürich.) 





1. 
Der synthetische Theil der vorliegenden Abhandlung läuft auf die Angabe 
der beiden Doppel - Integrale 


I/s (2” 4-y”)dady, FR 2" — y”)dedy 


hinaus. Von dem ersteren habe ich im 28. Bande dieses Journals gehandelt. 
Hier soll von dem letzteren die Rede sein. 
Stellt man der Kürze wegen die Gleichung 


(1) 4 =7 73 (2” — y”)dıdy 


auf, wo m und n reelle posilive Zahlen sind und (z=”"—y”) eine beliebige 
Function von 2” —y” ist; so kann 4 als von einem einfachen Integral ab- 
hängig dargestellt werden, wenn man die Variabeln & und y durch zwei 
andere % und v mittels folgender Gleichungen ersetzt: 

vcosu? rn __ vsinut 

cos2u ’  cos2u 


QB) + 








Um die Integrationsgrenzen dieser neuen Variabeln % und v® zu er- 
fahren. eliminire man aus den vermittelnden Gleichungen zuerst v, was 


‚N 


8) tan — 


IR ın 


giebt, und bestimme die Grenzen von nach denen von .r. Erwägt man, 

dafs y" im ganzen Bereiche der Integralionsgrenzen von y positiv bleibt, so 

finden sich für e=0 und z=»x, da m posiliv angenommen ist, bezüglich 
Crelle’s Journal d. M. Bd. XXXVII. Heft 4. 44 
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die Werthe u—=4n und u=0; so dafs in Beziehung auf v, von v=!n 
bis «0 zu integriren ist. 

Die Integralionsgrenzen von v sind in dem vorliegenden Falle unmit- 





telbar aus der zweiten Gleichung in (2.) (welche von x frei ist) nach denen 
von y zu bestimmen. Drückt man diese Gleichung wie folgt aus: 


cos? u 
sin? 


„n 
u 





so ist, da auch 2 positiv angenommen wurde, der untere Grenzwerth von v©, 
nämlich der, welcher der Annahme y=0 entspricht, ebenfalls —=0. Der 
obere Grenzwerth von ®, oder der zu y= » gehörige ist, aber wegen des 
Factors cos2u, der von w—=4n bis w—=4n negativ und von u—= tn bis 
“(0 positiv ist, nicht derselbe für jedes dieser Intervalle; für das erstere 
Intervall ist — x und für das letztere —» der obere Grenzwerth von v®. 


Diesemnach geht die Gleichung (1.), nach Einführung der neuen Va- 


riabeln, in 
a u II se) Adodu +[L.LS p(v) Adv du 
hr 0 in 0 


über, wo JS nach der Gleichung 


du dx 


dy dv 
zu bestimmen ist. In dieser letzten Gleichung stellt Fi den aus (3.) gefol- 


gerten parliellen Differentialquotienten von « nach y, und = den aus der 


ersten der Gleichungen (2.) gefolgerten partiellen Differentialquotienten von x 
nach v vor. 
So erhält man 


2 2 
PR zu 
ee 2 oO arzt cosu” sin«” 


mn En 3 ? 


— 


+ 
cos2u” 





und die vorige Bestimmungsgleichung von 4 geht in 


1 ! 


. 2 re an } h ” 4. | 
. — —r(Mf u” yp(v)dv 4m gr p(—v)de) | 
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über, wo der Kürze be 


—1 u 


Fe 'sinu“ IE | n 
M uf du, —— w—/ Ben du 








Pi 
PR ” cos? ‚ir n 
geseizt worden ist. 


Ersetzt man ferner die Variable %« durch eine neue w miltels der 
Gleichung 
1 
cos2u = 1r2w° 
so ergiebt sich: 


1 
— 1 1 1 


1 »o ww wa 
1’. ni as ı / gun n ) 45 \ 
ir. a P dw v p(v) dv 
0 (1 + ©) m 0 


1 
——i u 


1 wu .. ar tan 
£ % —f 1 dw .f vu v pXv) dv; 
3 
0 (1 B= ı) n 0 


wo die Funclionen (x) und y'(x) mittels der Gleichung 








4. ge) = y(—) 
zusammenhangen. Die weitere Entwicklung dieses Ergebnisses unterbrechen 
wir durch eine kleine, auf den Gegenstand Bezug habende Nebenbetrachtung, 
und werden sie in ($. 3.) wieder aufnehmen. 


2. 

Die in der Gleichung (1'’.) auf die Variable w bezogenen bestimmten 
Integrale haben wegen der unendlichgrofs werdenden obern Integrationsgrenze, 
wie bekannt, endliche oder unendlichgrofs werdende Werthe, je nachdem die 
Reihen 








1 1 1 
| 1 —_ ——1 
rn In zn Bi 4” ] . . f 
i 7 T N | ar ın ın .. 
2 1 3 "m 4 m 5 m 
1 1 1 1 
m! om. m. 4m" 
di en F%. — + in inf. 
1 | u EV 4 


I — I-— u 1-— 


2 n 3 n 4 n 3 
zu den convergenten oder divergenten gehören. Untersucht man Dieses nach 


den in der Nr. 123 und 126. meiner Differential- und Integral- Rechnung mit- 


getheilten Sätzen, so findet sich, dafs die Reihen convergent sind, wenn die 
44 * 
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208 r a Na 1 i 
reellen positiven Zahlen »2 und r der Ungleichheit u genügen; bei 


jeder andern Verfügung über »n» und n gehören sie zu den divergenten Reihen. 
Es haben demnach die auf ww bezogenen bestimmten Integrale in der Glei- 


A a . 
chung (1’.) nur wenn a ist endliche Werthe, und werden unend- 


lichgrofs, wenn für die reellen positiven Gröfsen »n» und n, 


1 I 1 a . 
&. — .— 1 is 
m Mn; 


Dieses vorausgeschickt, ergiebt sich folgender Satz: 
„Trilft die Bedingung («.) ein, und sind die Functionen y(xr) und — y' (x) 
„unter einander verschieden: so ist, unter der Annahme, dafs die be- 


„stimmten Integrale 
l 1 1 


BO % ru 
(?.) Fi vo" " glv)dv, .; ve" " gv)do 
0 0 


„von Null verschiedene Werthe haben, nothwendig »— x. Ist umge- 
„kehrt die Gröfse A in (1'.) unter denselben Prämissen endlich, oder gar 
„unendlichklein werdend, so müssen die Werthe der bestimmten Integrale 
„in (?.) nothwendig Null sein.” 
Setzen wir die besondern Fälle 
n—n—?, gylz)=cosz, also auch y'(z)= cost, 
in Übereinstimmung mit den hypothetischen Theilen obiger Aussage, so wird 


unter der Annahme 
»n 
F cosvdv = 0 


j. — / [ ws(@e—y’)dady — © 


sein: und umgekehrt, wenn 


(de #) »% 
rn if / cos{(z’ — y’)dady n e«P 
0 0 


d. h. wenn A endlich oder unendlichklein werdend ist, mufs nothwendig die 
Gleichung 


nothwendig 


(y-) "eosvdv — 0 
J 
Statt finden. Nun stellt sich in der That A als endliche Gröfse dar, denn es ist 


j. — /cos(at)de.f cos )ay+f sin(a’)de.f”sin (y’)dy 


0 
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oder 
= ayya.dyin-ı yin. Ly4r — AT. 
Daher besteht wirklich die Gleichung (y.). Setzt man noch daselbst 4 — v 


statt vo und addirt zu dem Ergebnisse die Gleichung f " sinedv —= 1, so er- 
giebt sich 


Y) Fä "sinvde — 1: 


was auf demselben Grunde wie das Obige (y.), nämlich auf der Zulässigkeit 


der Gleichungen 
/ cos(a’)dx = fi sin(2’)de —= 4yt4a 


3. 
Dem Vorigen zufolge haben die auf w sich beziehenden bestimmten 


beruhet. 


Integrale in (1’.) unter der Annahme pt endliche Werthe. Gehen 


wir nun von dieser Annahme aus, so sind besagte Integrale durch die Function 
„Gamma (1')” darstellbar und man erhält: 


z Rn r()rÜ-— 














4 
A Fr r(1-) ’ 
EL OLGr en) 
” Atw ” r(1—— 


Nach einer bekannten Eigenschaft von /' ist aber 





T(a)IA— a) — 


sinun ’ 


1 En | 
wo a<{1 ist, und da auch gegenwärtig sowohl — <1 als — << I ist, so ist 


u u m 2 BR ar 
/ - dw — 


ni en nu r(—+- k.. 
%2 RM n „+ n 


a „ar! ala! sinn “. Sr) 


1 1 
N, (itu) sin (+ - —)an TI —+— 


m n 
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Führt man diese Bestimmungen in (1’.) ein, so erhält man, nach Re- 
stitution des Werthes von A aus der Gleichung (1.), folgende Reductionsgleichung: 


h 
IS var -yydrdy— ——. 20908 ee uch fe = +2- ailo)do 


ın sin (— —)r l 
o 
m + n ar n 
1 
N 


| 1 sin = 7 C)r r(- “ ae 7 ) ] 
T .r . 05 — Zu p U)düv. 
un r n r TE r )° 


Werden hier links vom Gleichheitszeichen die Integrationsvariabeln x 


m 


n 
und 7 bezüglich durch &?.ya und y’.yb ersetzt, wo p, g, a, b ebenfalls reelle 
positive Zahlen sind, so bleiben die Integrationsgrenzen unverändert, und wenn 


hierauf noch die reellen und positiven Constanten m und n bezüglich durch 


m N 
— und — ersetzt werden, wo also 


p 1 











f 


/ I TER | 
En re rs 1 
sein mufs, so stellt sich folgende allgemeinere Reductionsgleichung heraus: 


(1) Ei (ax=” —by")ar'yr!daedy 








2.) Zr : 
1 m’n nn (Wr —+2-1 on ft. Dr Lu 
— —. 1 sind ov”" " ol) dv -- sin I ui go) drY; 
mn (Pig m. 
sine — + — )n 0 0 
m n 
wo der Kürze wegen 
5) f A 1 r()1 in ) 
Pr m’n es r(2 + 
mn n 
a” b ar n 


gesetzt worden ist, wo ferner die Functionen Y(v) und Y'(v) durch die Gleichung (4.) 
mit einander zusammenhangen, und wo die Constanten a,b, m, n, p, q sämmt- 
lich reell und posiliv sind, von denen aber die vier letztern der Bedingung 
in («'.) nachkommen müssen. 

Um zu dem in der Überschrift bezeichneten Ziel zu gelangen, neh- 
men wir noch ein Resultat aus der Abhandlung im 28. Bande dieses Journals 
auf (S. die Speeialisirung der allgemeinen Gleichungen (I. und II.) *) Seite 27 


— — - —— 


*) Bei der Gleichung (I.) a. a. ©. ist durch Druckfehler rechts vom Gleichheitszeichen 
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durch die Annahme »y=2). Dasselbe läfst sich leicht wie folgt ausdrücken: 


a A 
als p(ax”-+by")ar'yı""dedy — me IE; - yo „rn glo)dv; 


wo r(H: 7) dieselbe Bedeutung hat wie oben in (I.), wo aber die reellen 


positiven Constanten 4, d, m, n, p, q an keine Beschränkung gebunden sind. 


4. 
Wir können nunmehr die Doppel-Integrale links in den Gleichungen 
(I. und II.) in gegenseitiger Abhängigkeit darstellen, so dafs sich das eine mit 
Hülfe des andern, und umgekehrt, auf einfache Integral-Ausdrücke bringen läfst. 
Unmittelbar aus den Gleichungen (I. und II.) läfst sich, unter Zugrunde- 
legung der Gleichung (4.), folgende Gleichung entnehmen: 


(I1I.) JJ + (ax”" — by") ar! yı!dedy 


IT 
sin &* 


m E Lie # 
— v / plax” + by") ar yı'dedy 
0 0 


» 1 
m n 








sin 0 


Vertauscht man hier die Functionen y(x) und y'(x) mit einander. so erhält 


man auch: 
[ / y’ (ax” — by”)aryr'daedy 
%..8 


sin wm 0 
t r — (Je 
= — SI J pas” +by")ary1' dedy 
sin(—-+—-)zo 0 
m + n 


. st 
sin P* 


m n ” N m_|_ n p—1 gl n u 
u in(# q II Pax” by!) yr'dedy; 
sin(— + —)zo 0 
m 7) 











die untere Integrationsgrenze O vergessen; eben so fehlt im Nenner rechts vom Gleich- 
heitszeichen in der Gleichung (Il.) das Functionszeichen Z’ vor dem Ausdrucke 


2... EB 
n, TR Tyegen n 
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und wenn diese Gleichung mit der vorigen, um g(ax”--by”) wegzuschaffen. 
verbunden wird, so erhält man die zur vorigen inverse Gleichung: 


(IV.) SL p(ax” + by”)ar'yr'dady 








sin X 
— Fe I p(ax” — by")ar'yY"'dıedy 

p 1) i 

al — —— 
m 1) 
sin — — 

— a di gar” — by") ar'yı!daıdy; 

Pr 

sin 
m n 


wo. wie in der obigen (I111.), die reellen posiliven Conslanten m, n, p, 4 


der Ungleichheit in («'.) nachkommen müssen. | 
Auch ist hier noch der specielle Fall, Z 4 besonders zu betrach- 
ten. Setzt man nämlich 
) “ 
- = — = 4, 


wo vermöge der Ungleichheit in («.) A<{4 sein mufs, so geben die vor- 
hergehenden Ergebnisse in (Ill.), wenn man noch &” durch x und y” durch 
v ersetzt. Folgendes: 


(V.) F: Ri (ax — by) ar y’'dıdy 


1 N ıT. 
2 cosAn 4 / [p(axr + by) y (ar +by)}a'y’"'de dy; 
j m 0 0 


wo, wie schon gesagt, 4<{4 sein mufs. Vertauscht man g mit 4, so er- 





giebt sich 


Tag Ne by) ya dr dy — [fg (by — dx) at ydedy; 


wodurch die Gleichung (IV.) für die gegenwärtigen Annahmen in eine iden- 
tische Gleichung übergeht. 


>. 
Um die Doppel-Integrale auf einfache zu bringen, in dem Fall, wo 
die Integrationsgrenzen beider Variabeln — oo und x sind, bedienen wir 


uns folgender allgemeinen Umstellungsgleichung 











16. Raabe, über gewisse Doppel- Integrale. 359 


STH x F(a,,y)dady ß © F(z,y)dxdy HS Fr x, y)dedy 
SS Posay f[Rn-ydedy, 


in welcher F'(x,y) jede beliebige Function von x und y bezeichnen kann. 
Während in sämmtlichen obigen Resultaten die Exponenten m und n 
in g(ax”+ by”) auch gebrochene und sogar irralionale Zahlen sein durften. 
sind sie hier lediglich als ganze positive Zahlen zu behandeln; die übrigen Con- 
stanten aber können in der ihnen bis jetzt beigelegten Allgemeinheit beibe- 
halten werden. 
Dieses vorausgeschickt, setzen wir noch zur Vereinfachung: 


6 | u 
). 


zu ” (asc” -: Be ")X ee 


wo die Functionen % und g’ durch die Gleichung (4.) einander gegenseitig 
bestimmen. Dann ergeben sich, in Rücksicht anf die Gleichung (III.), zunächst 
folgende Relationen: 


(VI) SIT praa‘ "4 by)ar'yı'dady 


—= 1— (111 NY S S;,,.„ de dy, 


(VT.) SIT per” — by )ar'yr'daedy 


| PA (1) 
BEP Lu Tr . si uf Fi S;,.n dedy-- in /® ei „dedy.. 











u. 2m +2,/” 
wo in den letztern +3 5 < 1 sein mufs. Ferner erhält man: 
(VI) fr "* plax" + by?"t) " anh ade d.xcdy 
. pn 
77 
= (dr fl(-1pd4-Dr—Z I if S,.....dedy 
2 Get)” 


. q7T 
nn Zr 


v- 4 m r 
+1)? '1—(—1) J F an, on, dedy, 
sin (P_ >, 
2m 7 ur 
Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XXXVII. Heft 4%. 45 
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(VIT.) $ | fi E par" +Hby)ar'yı!daedy 








„47 
BE Hy (-— 1,711 --(—1)P' Bere f JS: SS ER „dic dy 
/ = Baiiah ;L)r 
2mt1 
FAN — "ni 








ie Dahn Fe S,..1.2. de. dy; 
rn .L 


2m 11 ey 


wo überall entweder das obere oder 


das untere der iergpen +,F au 
nehmen ist. und wo in (VII.) I 


weq 
3 - Pers <1 und in (VIT.) PER 


———— we: | 
* n B 


ü; io fe 2.3 2 2 
(VII) z zZ par" Hay") ar yTtdaedy 





sein mulfs. 


+1 mal / / Syn, dedy - Hf JS: N Es an da dy‘; 
o 0 


wo ebenfalls das obere oder das untere des Doppelzeichens + zu nehmen ist 
und wo der Kürze wegen 














sin I sin 7 
7) 1—11L/_ne- Fra pyp-1 2n-+1 
’ ” " EI / 
sin (5,7 aa sin ( P +; 1 
m - +3,71 2m+1  2n+1 
gesetzt ist; welches Ergebnifs jedoch nur für 5 e —.. 


Imti Y Zn-1 —1 Statt findet. 


Die Doppel-Integrale rechts in (VI. bis VII.) sind mittels der Glei- 
chung (11.) sämmtlich durch einfache Bar darstellbar. Nämlich es ist 


I ı 5 - 
| / / nn drdy — (£ Dr 
oo. | j mn „/ (Z L 
0 


IX.) © 


TI. »% (? BL. 
/ / SE © 7, — 7) J: ‚m 

. . u ‚ mn ji (£; 

0 0 


‚ ä .\,In» 
yo) dv; 


N 
p(e)do, 





Wo rH ze durch die Gleichung (5.) gegeben und nach der Gleichung (4. ) 
piv)=g(—v) ist. Demnach ist in diesen Gleichungen (IX.) statt »a und n 
der Reihe we 

2m und ?2n, 


2m und 2n--1, 2m--1 und 2n, 


2m--1 und 2n-1 
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zu setzen und die Ergebnisse sind in die obigen Gleichungen ( Vl. bis VII.) 
einzuführen. wodurch das Doppel- Integral 


’ + ®_1.9 , jr u Bi m. 
/ / plaxc”" +by") ar yı'dady 
u u 


bei jeder Verfügung über die ganzen und positiven Zahlen = und n, bei 
welcher «, 5, p und g beliebige positive reelle Zahlen bleiben, von der Aus- 
mittelung der einfachen bestimmten Integrale 


[#1 n p q 


«N Pr 1 DE R . Dur # 2 a A ‚ 
/ ve" " gplo)do, / ce" gpeo)do, 


0 0 

abhängig wird. Hierbei ist nicht aufser Acht zu lassen, dafs die reellen po- 
sitiven Gröfsen m, n, p, g den bei jeder der Gleichungen von (VI. bis VII.) 
angemerkten Ungleichheiten zu entsprechen haben. Ferner leuchtet aus (Nr. 3.). 
wo die Constanten a, d, p und y zuerst eingeführt wurden. ein. dafs keine 
derselben gleich Null angenommen werden darf. Eben so wenig dürfen die 
Gröfsen »» und » in den Gleichungen (VI. und VF.) = 0 geselzt werden: 
ein Gleiches findet für die Gröfse »r» in (VII.) und für die Gröfse n in (VIT.) 
Statt; hingegen kann man in (VII) n=0, so wie in (VI!'.) »n —0, und end- 
lich in (VIIL) sowohl mn =0 als n—0 setzen. 

Zürich. im October 1847. 
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17. 


Über den richtigen Gebrauch vieldeutiger Funetionen 
bei der Eirrmittelung bestimmter Integrale. 


(Von dem Herrn Prof. Raabe in Zürich.) 





B: 
W en F' das Zeichen einer vieldeuligen, f das einer eindeutigen Function. 
[ferner 
d.E(f(z)) = y(z)dı 
und auch px) eine eindeutige Function von & ist, was folgende unbestimmte 


Integralgleichung 





/s (z)de — F(f(&)) + Const. 
vjebt,. so hat man nach Nr. 132 — 134. des ersten Bandes meiner Differential- 
und Integralrechnung, bei der Ermittelung von % aus der Gleichung 


b 
u — f, y(az)de, 
a 


zuerst die vieldeulige Function Z(f(x)) durch eine eindeutige, welche dafür 
eine innerhalb eines gewissen Umfanges willkürliche Gröfse o enthält, zu er- 
selzen: und wenn diese eindeutige Function durch f’(e, x) vorgestellt wird, 
so dafs auch 

d.f(o,2) = y(a)dx 
ist. wo 0, irgend einen speciellen, oder auch ganz willkürlichen Werth von o 
bezeichnet, so ist 


v/, 
A) u / pa)dr = fe, h)—F (0 @) 


a 

Dieses an sich ganz richlige Ergebnifs hat in der Anwendung einige 
Schwierigkeiten, die lediglich in der Nichtdarstellbarkeit einer Function wie f’(o, x) 
liegen. welche vermöge der Willkürlichkeii von 9 die vieldeulige Function 
F'(f(x)) für alle Werthe von © ersetzen soll. Bei den bekannteren vieldeu- 


m 


liven Funclionen are sin, arctang, y, log müssen die Werthe von x, für 
welche fix) positiv ist, von denen, die ein negatives f(x) geben, gesondert 
behandelt werden. Zur Erörterung dieses Umstandes diene z. B. die vieldeu- 


en ın 


tive Funelion y.c, die wir durch ((y&)) bezeichnen, wenn sie noch in ihrer 
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2? 


. 1* . rat a .. „ ” ö 2 & ı 

ganzen Vieldeuligkeit ausgedrückt werden soll; hingegen einfach durch vr, 
wenn nur ein reeller Werth von = gemeint ist, der, zur ten Potenz erhoben. 
x giebt. Dann ist, wie bekannt, 


iR nu .., 2on 
ze dessen » N 
(vyr)) = (cos = sin — "je 
für ein posilives 25 hingegen 


m che 2e+Bn |, PER (2e+1)n m 
(Yr)) = (cos ee x, 


m 














wenn © eine reelle negalive Gröfse und in diesem wie in jenem Ergebnisse o 
eine beliebige ganze und positive Zahl, Null mit begriffen, und ö die magi- 
näre Einheit ist. Eben so ist allgemein, für alle Werthe von x, welche ein 
posilives f(x) geben, 


ee A „zen 3 er. 
(1.) (vflz)) Den (cos m \ )); 
für die Werthe von x aber, die ein negalives f(x) geben, ist 
} q m FR d \rt "Tin (2 1 .r ’ ı 
(1) (Of) = (cos “ Bene Finn SEI), (—f(2)): 


wo o und 2 wieder die obigen ee haben. 








Bezeichnet man auch bei den andern vieldeuligen Funclionen die Ge- 
sammtheit ihrer Werthe auf gleiche Weise, so erhält man: 
(2)  (ldogf(z))) = ?ein-logf(r), 
(2) (Clogf(®))) = (?e-+Ner-log[—f(z)]: 
das Eine für Werthe von x, die f(x) positiv machen, das Andere für die «, 
für welche f(x) negativ ist. Überall haben g und ö die obigen Bedeutungen. 
Ferner ist 
(3.) (Care sin f(&))) = 074-(—1)?aresin f(x). 
(3) (Care sin f(@))) = e7—(—Daresin| —f(z)]: 
das Erste oder das Zweite, je nachdem f(x) posiliv oder negaliv wird, und 
wo o ebenfalls jede ganze positive Zahl und auch Null sein kann. In dem 
einen und dem andern Ausdruck hat man rechts den kleinsten positiven Bogen 
zu setzen, dessen Sinus f(x) oder — f(x) 
Endlich ist. 
(4.) ((arc tang f(x))) = on- arctang f(z), 
(4.)  (Qretangf(x))) = on—arc tang[—f(®)]: 
das Erste für die Werthe von x, die f(«) positiv, das zweite für die x, die 
f(x) negativ machen; o ist wieder jede ganze und positive Zahl, Null mitbe- 
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oriffen. und für arctang rechts ist der Aleinste posilive- Bogen zu selzen, 
dessen trigonometrische Tangente f{=) oder — f(x) ist. 

Die gegenseitige Vergleichung der beiden Ergebnisse (3. und 3.) mit 
denen (4. und 4.) zeigt, dafs die Ableitung eines bestimmten Integrals aus 
der unbestimmten Integralfunction minder leicht ist, wenn das Integral einen 
arcsin. als wenn es einen aretang enthält; daher ist es gut, ehe man zur 
Ausmittelung eines bestimmten Integrals schreitet, jeden in der unbestimmten 
Inteeralfunelion vorkommenden aresin mittels der Umstellungsgleichung 


arc sinA == arc lang ——— 
c c az vi 1—_23 


erst auf einen arc fang zu bringen. 


11. 
Da es blofs die Kreisfunclionen sind, die durch ihre Vieldeutigkeit bei 
der Ausmittelung eines bestimmten Integralwerthes Schwierigkeiten machen kön- 
nen. so theilen wir nur einen auf diese Funclion sich beziehenden Satz mit. 


Wir setzen die unbestimmte Integralgleichung 
(9.) /s z)de —= arctangf(r); 
wo glax)d.ır das Differential von arctang f(x) ist; dann hat besagter Satz die 
Bestimmung von a aus der Gleichung 


h 
WW / p(a)dı 


[27 


zum Zwecke; wo die reellen Integrationsgrenzen « und 5 die positive Diffe- 
renz d— a haben. 


Wir haben hier den vieldeuligen Ausdruck rechts in (5.) durch die 
Ausdrücke (4. und 4.) zu ersetzen; wobei wir für die Änderung des Zeichens 
von f(x), während & die Werthe von a bis 5 durchläuft, Folgendes bestim- 
men. Es seien &,, 0%, &, .... %;, reelle Zahlengröfsen, die der Gröfse nach 
aufeinander folgen, die zwischen « und d fallen und die, in f(x) statt x gesetzt, 
die Übergangsgrenzen der Zeichen der Function bestimmen. Nemlich,. wenn 





ist, so sollen die Werthe der Funclion f(x) von 2=a«a bis za, ein be- 
stimmtes Vorzeichen, von 2 = «, bis 2 = «, das enigegengeselzie, von 2 — o, 
bis © ==«, wieder das vorhergehende, von 2 —e, bis 2 = ce, wiederum das 


zweile u. s. w. bekommen. Wird bei Jieser Voraussetzung die Gleichung (6.) 
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folgendermafsen gestellt: 


u, «, i I. FRERG SER ty j 77 , 
u IRF p(x) def px) da f gla)da - aa 4 px) dx / gla)dır, 
Y . , 


... rn “2 
und beachtet man, dafs die zu ermiltelnde Gröfse ® nur insofern Gegenstand 
einer Bestimmung sein kann, als die Differentialfunctionen y(x)o (wo @ eine 
unendlichklein werdende Gröfse ist) beim stufenweisen Übergange von 2 — a 
bis == miltels des constanten, unendlichklein werdenden Zuwachses o» be- 
ständig unendlichklein werdend bleibt: so kann die letzte Gleichung auch wie 
folgt aufgestellt werden: 
u wn AULLPF 
u / p(a)dı + (a) dr f  ple)de.... 


« « 
{ 


(70 «ro d,70 
dt, — (1) .l () 
A A 
-/ g(a)dı +f pad. 
« . Mi 
4, to «ro 


Wenn nun die Function f(w) innerhalb der Werthe « und «, von x 
positive Werthe annimmt, so gelangt man, mit Zuziehung der Gleichung (-4.) 
und der Ausdrücke (4. und 4'.). zu folgender Bestimmungsgleichung: 

u = jarclangf(e, — w)— arclang f{a --w)\ 

+ — arc tang| — f(, — ©)] -- are tang| — fie, - w)]} 
—- jarc lang fo, — w) — arc tangf (a; -- w)\ 
-- j— arctang| — f(e,— w)]--arctang| — fa, --w)]\} 
-- jarc tangf (a, — ©) — arctangf(e,-- ®)} 
--j— arc tang[| — f(e; — ®)] + arctang | — fe; --w)]} 
4 u. 8. w.; 
wo ein Ausdruck rechterhand, von der Form arclang/, den kleinsten positiven 
Bogen bezeichnet. dessen Tangente der positiven Grölse 4 gleich ist. Aus 
diesem Grunde sind zwei Ausdrücke wie 


arctangf(tı.1ı— W). are lang| — /(e.4ı + @)| 
und auch die zwei 
arclangf\ a. -- ©), arclang| — fie. — w)]| 


verschieden: jedes Paar von einander nur um eine unendlichklein werdende 
Gröfse: so dafs sich also unter dieser Annahme folgende Bestimmungsgleichung 
ergiebt: 
u — (1) arctang[/-1)fid —w)] — arctangf(a-- ©) 
9 + arctangf(a, — ®) —arctangf\&,4-@w) +arctangf(; — w)| | 
toarctanefiy -- 0) .... (A) arctangf(e; +(-1)'w)! 
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wo, wenn irgend ein Glied rechterhand durch arc ang 4 dargestellt wird, 4 jedes- 
mal positiv ist, und so ein Glied dann jedesmal durch den kleinsten positiven 
Bogen zu ersetzen ist, der zur Tangente die positive Gröfse A hat. 
Wird im Gegentheil festgestellt, dafs die Function von 2 =a bis 2 =, 
negaliv sein soll, so erhält man zunächst: 
u — |—arclang[— f(ea, — w)] + arctang[— f(a-+w)]\ 
-—- farc lang fo, — ») — arctangf(a, —-w)} 
[— are tang[— f(&; — w)]- arctang[— f(o + w)]} 
- faretangf(o,— w) — arctangf(;—+ w)} 
—- j— are lang [| — f(e, — ©) ] + arctang[— f(e,-— w)]} 
-- jarc lang f(@,— w) — arc lang f(; —- w)} 
+- U. 8. W., 
und aus ähnlichem Grunde wie oben: 
ua — (1) aretang[(-1)""f(d— w)]-+aretang[— f(a --w)] 
of raretangf(a, --@)— arclangf(a, —o)--aretangf(;--w)l, 
tr arctangf(,— ©) + .... (1) aretangf(e, + (1)"w)} 
wo, wie vorhin, ein Ausdruck rechts, von der Form arctang), den kleinsten 
positiven Bogen bedeutet, dessen Tangente die immer positive Gröfse A ist. 
Dieses vorausgeschickt, ergiebt sich, unter Zugrundelegung der Glei- 
chung (5.), folgender Doppelsatz: 
Wenn die in (5.) durch f(x) dargestellte Function von x positive 





ierthe von 2— a bis 2—=o,, negalive von 2 — u, bis 2 — a,. wieder 
positive von 2 — a, bis 2 —= eo, u. s. w. hat und 


t 
1} 


| BI FERN | 
dd, 8: = wir ET, ir, eo..oe Or — Opa T75 b— u==- 


ist: so 2st 


’h 
(1.) / p(a)de — (1) aretang[(-1)'f(b— w)] — arclangf(a--w) 


. 
da 


gl arc lang f(&, — w) — arctangf(e, + ©)--aretang f(o, — w) h 
J— arc tangf(ı, +®) + .... (1 "aretang flo; +1) $? 
hingegen, wenn f(x) von —a bis 2—c«, negative, von 2 — a, bis 2 — ao, 


positive, von © — a, bis 2 — a, wiederum negative Werthe u. s. w. hat, so ist 


°b 
- . Pie ee \z—1,.. BR; k—1f/ | e 

(U.) / ylr)de = (1) are tang[(-1)" f(d — w)]-+- arctang [—f(a-+ w)] 

olrare tang (a w) — arclang (a, — w)--arctang f(u, + w) 

2 BE \ °/ | ng er R 

I— arclangf(, —w) + .... (1) are tangf (a, -1- (1) w) 
Bei diesem Doppelsalze ist vorausgeselzt, dafs »y(x) für alle Werthe 
von © == a bis 2b unendlichklein werdend bleibe, wenn die unendlichklein 


da 
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werdende Grölse » den Unterschied zweier benachbarten Werthe von & vorstellt: 
ferner stellt ein Ausdruck von der Form are tangi, rechts vom Gleichheitszeichen. 
den kleinsten posiliven Kreisbogen vom Halbmesser 1 dar, dessen trigonome- 
trische Tangente die positive Gröfse 4 ist. 
IM. 
Zur Erläuterung der Sälze in (I. und II.) wollen wir den besondern Fall 


(e.) u = /" r K. - n or dx 


annehmen. Durch Zerlegung erhält man 
’ 4 +.° ö dx r 
2 | ! dz = 4] 7“ ‘ 2 
1— ı" +2 JA1A— ıydtır I+ıry: 
und. integrirt, 


t+.° | N | | 
(7) le Dr 7 de —= arclang(22 — y3) arclangi2r -- 13). 


) 1 +r? r 
(3.) ya de — arclang wer 


1) Für den Werth von aus der Gleichung («.) ist, mittels des 

















oder auch 











Ergebnisses (y.), ga 
\ jr! 

Da ferner die Integralionsgrenzen —® und -—- vw sind und die Func- 

ion f(x) bei = —1 und 20, so wie bei @—=-;-1 das Zeichen än- 


dert. so erhält man durch Vergleichung mit dem allgemeinen Falle: 


a — —®©, a —l1, u= #9, 341, SBe+m; 





wo also k=—=3 ist. Da endlich die Funclion f(x) von 2=«a bis 2 =o, 
posiliv ist, so dient die Gleichung in (l.) zur Bestimmung von u, oder des 


bestimmten Integrals («@.). Sie giebt: 





1 1 
u = —arc lang — — arclang - 
( 1+w 12) 1I—o 
| ! nenzninginsiungn. ars ÜBEN > { € . 
7? arelang 57.) arc lang 7 — „Arc lang 02 —o)) 


wo o unendlich klein werdend und positiv ist: folglich erhält man 


® 100 2 
/ I fi dc =. an. 
1— u’ +8 


2) Der Ausdruck rechterhand in (/.) kann ebenfalls zur Bestimmung 
von % dienen. Sieht man zuerst auf das Glied arctang(2.ce—y3) und er- 








wägt, dafs die Integralionsgrenzen — ® und -;- x sind, so erhält man: 
ai=—ax, d=4r3, dem, 
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wo demnach A==1 ist; und da die Function f(x)=2x2—y3 von z—u 
bis 2 e, negaliv bleibt, so kommt hier die Gleichung (11.) zur Anwendung 
und man erhält 








Ki da 
l e -—— { » « on I £ m Br % an [3 
ı/ 1<ay3+r® ırc lang X ‚ arc lang x 2 arc lang? odeı 
+ dr 
0) + - ee: TE 
u, kaum = Fr = [ 
4. 1—ıy3+a 


Belıandelt man ähnlich das zweite Glied des Ausdrucks rechterhand 


/ h« dr 
0) r > ni IE; 
E; 1— ry3+xr” 


« 
— 


Addirt man dieses zum Vorhergehenden, so findet sich wie oben: 


[Ta = 2 
“A te 


3) Zerlegt man endlich das bestimmte Integral («.) in eine Summe 


in (>.). so findet sich 











zweier andern, von welchen die Integrationsgrenzen des einen — x und 0, 
die des andern O und — x sind, und ersetzt hierauf im ersiern die Integra- 
tionsvariable x durch — x, so ergiebt sich 
Ph af” 14.12? . 
us 1— ı’ +. 


0 


Zerlegt man dieses bestimmte Integral in eine Summe zweier, das eine inner- 
halb der Grenzen O0 und 1, das andere innerhalb der Grenzen 1 und x, und 


' 1 . 
erselzt im letztern die Integrationsvariable & durch 80 erhält man 


‚f! At? 
ln ıf 1—r"’+r° dr. 


Legt man nun die unbestimmte Integralfunction in (y.) zum Grunde, nemlich 








arc lang pn 5 


» / IN De . . 
und erwägt, dafs nunmehr fe)=1- innerhalb der Integrationsgrenzen 0 


und 1 beständig positiv bleibt, so ist die Gleichung (I.) für die Annahme k — 0 


anzuwenden, was 











Fr KR lc — arctan rei —. arctan je RN Arı 
. I—a’ta°° rt SOR—o) 5 Io: ii 
0 


giebt, und mit 4 multiplieirt erhält man, wie nach beiden obigen Arten: 


+% 1 +.r? 
v Terme = an. 


=D 


Zürich, im October 1847. 
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18. 


Über die bestimmten Integrale mit imaginären 
Grenzen. 


(Von Herrn Dr. Dienger zu Sinsheim bei Heidelberg. ) 


Die. Theorie der bestimmten Integrale ist in ihrer Anwendung sehr fruchtbar. 
und es ist daher wichtig, sie genau zu erforschen. Im Folgenden sollen einige 
Sälze zur Beurtheilung vorgelegt werden, die sich auf die imaginären Grenzen 
solcher Integrale beziehen und in denen versucht worden ist, den Integralen einen 
bestimmten und einer folgereichen Anwendung fähigen Sinn zu unterlegen. 


S. 1. 

Die Gröfse «--dz2 soll unendlich klein heilsen, wenn sowohl « als b 
unendlich klein sind. Ist von « und 5 Eins ein unendlich Kleines von anderer 
Ordnung, als das andere, so soll «-+-b2 ein unendlich Kleines von der Ord- 
nung 2 heifsen. wenn die mindeste Ordnung für @ oder 5 die Ordnung x ist. 
Sind demnach « und d, oder Eins von ihnen, unendlich kleine Gröfsen von der 
ersten Ordnung, so ist «--d2 ein unendlich Kleines, ebenfalls von der ersten 
Ordnung. Die Function f(a--b?) soll eine unendlich kleine Gröfse von der 
nlen Ordnung sein, wenn 

f(a+bi,r 
(a+bi)" 
unendlich klein ist für a<Zr, unendlich grols für a>[r, und nicht unendlich 





grofs für n—r; vorausgeselzi, dafs a--b2 ein unendlich Kleines von der 
ersten Ordnung sei. 
Ist r eine unendlich kleine Gröfse erster Ordnung, so ist 
r (cost-'-?sinf) 

ebenfalls eine unendlich kleine Gröfse erster Ordnung, da cos? und sin? immer 
zwischen O und 1 liegen und nie zugleich verschwinden. Demnach wird 
f(r(eos/--tsint)) zu einem unendlich Kleinen Ater Ordnung, wenn in 

(1) Ale san a he {)) 

r" (cosnt+isinat) 
(r von der ersten Ordnung vorausgeselzt) die Gröfse (1.) unendlich klein 
(oder Null) ist, für a<Z%Ak unendlich grofs für a>%, und nicht unendlich 
46 * 
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orofs für n-— A. Die Gröfse (1.) ist aber gleich 


.f|r(cost-+isint)] . 
;Alrt a 4. | N sinne, 








Ir(eost-+:sint 
Art —— 1 eosatl- 
„n * 


(*.) 
und da cosnt, sinn immer endlich sind, was auch x und ? sein mögen, 
auch beide nicht zugleich verschwinden, so wird 

[(r (cost--2sin?)) 
eine unendlich kleine Gröfse Akter Ordnung sein. wenn man r unendlich klein 


erster Ordnung annimmt; ferner 
(3.) 


unendlich klein für a <A, unendlich grofs für a>k und nicht unendlich 





(r (cost-+isinf)) 


erofs für n — k. 

Eine imaginäre Funclion Ar/cos T--:sinT') ist unendlich klein, oder 

grols. mit #2 zugleich. In dem Falle 
f(r (cost-++-?sint,)) = R(cos T-:snT) 
ist diese Funelion von gleicher Ordnung mit AR. 

Bezeichnet man allgemein fr (cost--?sint)) durch F\r), so ist F'(r) 
ein unendlich Kleines Ater Ordnung, wenn en unendlich klein ist für n <A, 
unendlich grofs für 2» >>%k und nicht unendlich grofßs für n = X. 

Ob demnach #'r) continuirlich im engsten Sinne sei, hangt von dem 


Differentialquolienten 
°./‘(r) 
U E22 
co(r) 
ab. So lange derselbe endlich bleibt, was auch £ sei, so lange ist #'{r) con- 


inuinlich, im engern Sinne. 





iu ie . . OÖ. r 
Für die Bestimmung von ——— ist 
or 
o.Fr) O.f(r(cost-+isint)), a ’ a i a 
—— — I. -— (005! -+-2sint)=f (r(cost--2sint)).(cost--2sin?). 
or o(r(cost-+isint)) * j At h ) : 


Die Bestimmung der Continuilät im engsten Sinne hangt also von f’(r(cost--isint)) 
.(cos?--isin?) oder von f’(r (cosf-;-2sin?)) ab, und es soll f’(r(cos-;-2sin?)) 
der Differentialquotient von f(r(cost--zsin?)) heifsen. Seine Bildung ist der 
des Differentialquotienten von reellen Formen analog. Die Gröfse (4.) ist aber 
immer endlich, so lange (was auch ? sei) 

o’F(r) 

rd 
endlich ist: denn in diesem Falle ist (4.) continuirlich im engern Sinne, 


also endlich. 
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Es ist 
0° Fir) 


or ot 





— — rsin2tf"[r(cost--?sint)] — sinff’[r(cost-'-?sin?)] 
+ tjrcos22f"[r(cost-+isint)]--costf’[r (cost isind)]!. 
Übrigens ist die Untersuchung von 
(6.)  f’[eost--zsint)] 
zureichend. Ist für alle Werthe von # diese Grölse endlich, wenn # zwischen 
a und 5 >a liegt, so ist für alle Werthe von £ die Function f[r(cost- sin ?)] 
continuirlich im engern Sinne für jedes x zwischen « und d; und zwar, wenn 
f(r(cost-;-?sin?)) noch endlich ist für « und db, so ist es f(r(cost--isin?)) 
für r—=a und r—=b-e, wo e eine unendlich kleine Grölse ist. Ist aber 
[Cr (cost--isind)) nicht für alle Werthe von # endlich, so ist auch die Funelion 
f(r (cost--zsin®)) nicht für alle Werthe von # continuirlich, im engern Sinne. 
S. 2. 
Die Funclion f(r (cos?! --:sin£)) soll auch hier das Integral von 
[(r(cost--:sin?)) heifsen und wird also durch 
/f r(eost--isind)) O(rcost--isin?)) 
zu bezeichnen sein. Selzt man r(cost--:sinf)—=r, so findet sich 
fe) = MW @)öx 
ganz nach bekannten Formeln gebildet, nur dafs hier x eine imaginäre Grölse 


ist. Es ist 





o.F(r) 2 . uf ' “ . \ s ! * _ \ 2 ” 
— — f[ (r(cost!--:sin?)).(coslt-—- sin). also 
or P 
F(r) = /f'(r(cost-- :sin&)).(cosl--?sint)or, 


wenn man die Constante mit einbegreift; daher ist 
f (r(cost--isin?))©.(r(cost--2sin)) = (eos t-}-ösind))/f (r(eos t--sint))or, 
oder allgemeiner: 
(7.) /v (r (cos? --2sin!))O.(r(cost--2sin?)) 
— (cost--2sin DYE, (r(cost--:sint))Ür. 

Da die Seite rechts ein Integral in Bezug auf eine reelle Gröfse ist, 
so kann man, was sie belrifft, von einem bestimmten Integrale sprechen. Was 
auch £ sei, behält demnach 

(cost-+isine)/ p(r(cost--esint))or 


einen bestimmten Werth. Schreibt man für die Seite links von (7.) 


Je )ör; 
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so ist für r—a, 2 = a(cost--isin?), und fürr—b, r—=b(cost-tisint), 
folglich ist 


bh (cost +isın?) a4 ne bh u En 
(S.) / p(T)oe —= (eost--isine)f p(r(cost--ısint))or; 
a 


dd (cos 1 + N sın 1) 





’ b(cost +4 isin?) 2 4 ” 
daher ist das Integral / p(x)cox die Summe der Elemente 
y“ (cost + isin 1) 
a Bei tan aa ar le BER 
(9.) (cost -- sind) [ep ya(cost-- sind); -Eepila-e)(cost--isinf)l--... 
Hr epy(b— E)(cost--isind)}]; 
wo e unendlich klein ist. 


Die Gröfse ? hat hier einen bestimmten Werth und es wird voraus- 
gesetzt, dafs alle Elemente (9.) endlich oder unendlich klein seien. Damit 


’b(cost-Hisin?) ii» " j 
also das Integral / p(xz)cox eine Bedeutung habe, mufs die Gröfse 


a(cost-+isin?!) 
p[r(eost-+-:sint)] von r=a bis r—=b—e endlich sein. 
$. 3. 
Ganz wie oben erhält man 
iz — f(r(cost--?sint))r(— sinl--?cost), 
Kir) = r [fr (cost+isint)) (—sint-}öcost)öt, 


also auch für 2e=r(cost--isint): 


(10.) /s (OR r/4 (r (cos£--2sint))(— sint-+-3cost)öt. 
Für /—=e ist @—=r(cose+2sine); für = ist 2—r(cosß-H-isin?), folglich 
(cos @+isinß) , .. vw Br . . . 
(11.) / g(X)or —= rf p(rlcost--2sinl))(— sint--2cost)üt. 
Yr (cos a + isın @) a . 

Das bestimmte Integral rechts in der Gleichung (11.) ist also gleich der Summe 
der Elemente, die man erhält, wenn man in 

reg[r(cosk -—-?sink)](— sink +:cosk) 
\ ! ‘ IA) . o . » 
k=u, a--8, @--RE, .... P—E Selzt, wo & unendlich klein ist; voraus- 
geselzt,. dafs keines dieser Elemente unendlich grofs sei; unter welcher Be- 
dingung allein das bestimmte Integral eine Bedeutung hat. 

S. 4. 


Auf gleiche Weise findet sich 


o°’F(r) Kae a A u R r 
—— — rf"(r(cost--sint))(—sin2f--?cos?!) 


- f'(r (cost -isint)) (— sint--icost)., 





or ct 














18. Dienger, über die bestimmten Integrale mit imaginären Grenzen, 367 


woraus sich 


b(cosf isin/ £ 
a2) f ; "rt (2)0X ff ry'[r (cost --zsin? )] —sin2/ -- MNerct 


a(cosa@-+ isin«a) 
’ ” - . . P o ' . « « 
I gLr(eost-- 2sint)](— sin? --icost)öorät 


ergiebt, wenn man wieder voraussetzt, dafs keines der einzelnen Elemente der 
Integrale unendlich grofs werde. 

Die Ausdrücke (8., 11. und 12.) sind für unsern Zweck die Haupt- 
formeln, welche bald ein wenig weiter ausgedehnt werden sollen. 

Eine Andeulung zu Anwendungen mag hier nicht am unrechten Orte sein. 

Es ist bekanntlich 


. r’ 
0 1-2 -- I 7 +... 
was auch x sei, reell oder imaginär. 
Demnach ist 
» 2 3 4 
a LT x IA 
x J — + - — 4 a; Y 
fe 02 —=T = tu 12% -....-C und 
a(cosa-+ sine) .n EEE ' a’, ‘ AT 
/ "or = a(c05@-- 25in«) - zy (6082 « -2sinde)-.... 
0 
oder 
(cos@ +isin.«) " a“ 
a(cosa+tisin« an 8 
e —1 = acos—+ Sy e0s2a + a7 ar c0s3a - 
L_ . . ! a” . ‘ I 
re asina -— z, sin? a- RP 
woraus 
] es acos«& . 53 
acosa + Scos2c+.. ie cos(asine)—1. 
2 
d < * * 
a sin. -+ 31 sin?a-—.... — e"*sin(asine)— 1 


folgt. Ähnliche Resultate lassen sich leicht ableiten; was weiter auszuführen 
hier nicht der Ort ist, da die Ausführung aufser unserer Absicht liegt. 


S. 5. 


Läfst sich die Function Y|r(cost--zsin?)] in der Form 
z,t)-—i4(r,t) = Rl[eos T--isin T] 
darstellen, so ist in (8.) 


TEST? — (cos(t)-- isin Of R(cos T--isin T)ör 


uf Ras t+nörtif Rsin(T--t)ör. 


a(cost Hisin?) 
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?b(cost + ısın?) z i > 
[st nun auch / y(z)cox = P--0:t, so erhält man 


a (cos! t isin?) 
»/, ä { r b . ‚ nö 
(13.) P uf Reos(T--t)or, 0 =] Rsin(T--t)ör. 
«d a 


x 


Ist z.B. p(x) == e*, so ergiebt sich 
Re", T=rsint, P—= e’“'cos(bsint)— e"*'cos(asint) und 
0 — e“'sin(bsint)—e'""sin(asint), also 


hcost 


/ e“"cos(rsint--t)ör = e cos(b sin) — e“""cos(asint), 


/ e "sin (rsint Por = e'""" sin (bsint) — e"“" sin(asinl); 


welche Ausdrücke übrigens auch auf anderm Wege gefunden werden können. 
Selzt man ferner g (x) = cos (X), so findet sich 
Ei Ca "pm?rsint _| ?rsint | 9 / * | 
R —= Iyle re -Rcos(2rcosft)], 
—rsint_L pr sınf\ anne ({» rne —rsınt ‚rsin’\cı .“ 
. (e e \cos(rcos?) " ( —( )sın(rcost 
csT — ———— Zu TE, | 7 
2K 2 | 
und endlich 
”b Y ! Ir sı I / | = 
Fi je’ er”"""'-2cos(2rcost)].cos(T—-t)ör 


di 











— asınt |! 


-er"")sin(acost) und 


/ 


e-bsnt_L hsın f\ 


- ee" )sin (bcost) —(e 


»d re | —?rsın | A . . 
/ Ye" +e""""-2cos(2rcost).sin(T--i)ör 


/ „b sınt 
.. (p 
au Äd —e 


—b sın ? 


)cos(bcost) — (e"""' — e"""')cos(acost). 


S. 6. 


Ganz eben so läfst sich die Formel (11.) anwenden. Ist 


p(r(cost--isint)) = R(cosT--:isinT'), so ist 
’r (cos? +isin Pf) ’R , e eo. ’ß 2 
(14.) / p(x)Or == ri Rsin(T--t)öt--irf Recos(T+t)öt. 
hy‘ (cos @« +isin ) &@ a 


Ist aber p(r(cost—+:sint)) = P--Qi, so ergiebt sich 


- 6 085 ' isin/?) y ww. ’? a I « N . y . r 
(15) / gaia——rf (Psint-+-Ocos)öt+irf Peost— Osint)öt. 


r(cos@-+ isın ) a @ 
Aus den Formeln (14. und 15.) lassen sich einzelne Formeln wieder eben so ab- 
leiten wie oben. 
Da yıa — e)ce = (l1-z)l1-4-2)— x ist, so selze man in (15.) 
p(x) 1-2); dann isst P = 3/1(1--2rcost--r),, Q=y,, wem 


1 --rcost rsint 








COS y, = —— . sunny, = —— — . Demnach ist 
/ Pr yv(i+2rcost+r°) ö 


y(l+?2rcost+r?) 
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Sua+ 2rcost-+-r’).sind--2g,cost]ot 


1 . or 9 6 . ‘ 
—  1HrWB ya 4 2reosßtr) +2gpSind + 2cosß, 


r 
2: sand I1--2rcosa-4r’)— 2y,sine —2cosa; 
[wa +2rcost--r’) — 2 y,sint]öt 


sin s . afi+rcosß An 
— nd +2reosß+r?)-2( re )ya— 2 sin 


sine 








(16.) 








._— 








!(1--2rcosa--r’)— 2(“ N. -- 2sine. 


Hier darf !(1--2r cost--r’) innerhalb der Grenzen der Integration nicht unendlich 
grofs werden. Setzt man also «0, #—n, so muls r<Z1 sein. Dahn findet sich 


$ [A--2rcost--r?).sint+2Y,cost]öt — 2 ) +2 IA) 4, 


#} [(1+2rcost-+r’).cost— 2 y,sint]öt = 0. 


0 
Differentiirt man diese Formeln nach 7, so lassen sich daraus leicht andere ableiten. 


$. 7. 

Ist in der Formel (12.): 
p(r (cost +:sint)) = R(cosT +:5nT) = P-0: und 
g'(r(cost-Hisint)) = R,(cosT', +:sinT,) = Pı-+-Q,?, 


so ergiebt sich eben so 


b(cosß + isin?) a_e 
(17) plX)oxr — [R,r sin T, +22) -+- Rsin(T-+-t)]oröt 
es: isin«) np 
ff [R,rcos( T,+-27)--Reos(T--t)]orct 
ze ff’ [|Pırsin22--Q,rcos2t-+-Psint--Qcost]öröt 


a@ 


r b MR . N . a.® 
HS [P,rcos2?— O,rsin2t—Pecost — Osint Jör öt. 


a [64 





Für g(x) = e* ergiebt sich hieraus: 
eb cos? cos (bsin Pf) — e“%s« cos(asin «) ur Eh er°ost[rsin(rsint +2t1)+sin(rsini-++1)]Orodt, 


ebcosf sin(bsin ) — e“°®e sin (asin «) -/ f [r cos(rsint +21) + cos(rsint +1) |e"°°*'Ordt. 


Giebt man den Grölsen a, b, «, B specielle Werthe, so lassen sich aus den hier 
entwickelten Formeln leicht neue und merkwürdige Ausdrücke bilden. Diese Ent- 
wicklung übergehen wir, da sie einerseits leicht ist, anderseits nicht allgemeine 
Theoreme liefert. Sinsheim im December 1845. 


U 
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19. 


Zu Dr. Pohls Schrift „Der Eleetromagnetismus und 
die Bewegung der Himmelskörper.” 


(Von Herrn Dr. Dienger, Lehrer an der Gewerbschule zu Sinsheim bei Heidelberg.) 


In dem bezeichneten Schriftchen hat Herr Professor Dr. @. F. Pohl neue 
und interessante Ansichten über das Wesen der kosmischen Bewegungen mit- 
getheilt. Wir wollen darauf hier nicht näher eingehen, sondern nur einige 
mathematische Deduclionen, die dazu gehören dürften, beizufügen suchen. Im 
Übrigen verweisen wir auf die Schrift selbst. 

$. 1. 

Wir wollen zuerst Das ausführen, worauf am Ende von $. 42. des 
Buches hingewiesen ist; nemlich die periodische Function ableiten, die den 
Wechsel der anziehenden und abstofsenden Effecte angiebt. Wir legen die 
Figur zu $. 40. zu Grunde. Bedeutet f(f) eine noch unbekannte Funclion 
der Zeit /, heifst der Winkel Pca hier vw, die Linie ae aber r; ist £ die Zeit, 
welche verflofs seit der Himmelskörper von P ausging, bis er in «@ anlangt, 
ist endlich o die (rotatorische) Geschwindigkeit in P und eP==c: so hat man 
für die Bewegung im Puncte «@, nach den im Buche gegebenen Bedingungen: 








du oc d’r ‘(f) 
1) 7 =>7 ud m = In, 
während zugleich 
I re 
Pr at ecosu 


ist, wenn man annimmt, die Bewegung geschehe in einer Ellipse, deren grofse 
Axe «a und deren kleine Axe 5 ist; nebst e= y(a’—b’). 











Setzt man zur Abkürzung Gh, so ist aus (1. und 2.) 
du -/[ du RE. _ . e+acosu 
(3.) SE R8 — kd und ki= ia ; arc(cos  — LTR 


Ferner ist bekannilich 
d’r dt dr dt 


d’r du? du du du: 


_— 








FR fdt 
\q u 
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Nun ist 
dr resinu  _ D*esinu dr __ (acosu+e+esin’u)b*e 
du atecosw (atecosu)” du (a+ecosu)' e 
dt 1 en esinu 
du k(a-+ecosu) ’ du: kla-+tecos u)” 

Setzt man diese Werthe in die zweite Gleichung (1.). so erhält man 





2 2272 
4.) fü = erne ee! 


(a+ecosu)‘ Necosu+u 
welche Function periodisch ist. 

















Ferner ist 
i oct 

d.cos —e 

acosu-+e oct b Ä b° 

= cos| =——), COSU — : d--eCOSU — ö 

ecosu+u b oet oci 

dÜ— CeCOS —— U — LCOS—— 
b b 


also 





BG) fÜ) = = 5 —(a—ecos et) co s(22*) 


wodurch die periodische FE EN der Bewegung in der Richtung des 
Radius veclor bestimmt wird. 


6. 2. 
Fände die Bewegung im ursprünglichen Kreise Statt, so wäre einfach 
du c te 
X md ,——- 
dt a a 


Demnach wäre die Umlaufszeit des Körpers 
6) TE 
wo o die Winkelgeschwindigkeit im Puncte P bedeutet. Für den Fall der 
Ellipse ergiebt sich aus (3.) als Umlaufzeit: 
7) m — ar a 2na b nn >. 
oc oc «a «a 
Die Umlaufzeit ist also dadurch kürzer geworden, dafs der Körper gezwungen 
war, sich in einer Ellipse zu bewegen. 


Es findet sich ferner 














dr 
dr du .. Oeesinu | 
dt dt atecosu 
du 


welches zeigt, dafs in P(u==0) die Bewegung nach der Richtung des Radius 
Null; desgleichen in A(u=n), dafs sie von P bis A positiv (abstofsend) und 
von A bis P negativ (anziehend) ist. 
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S. 3. 


Untersucht man die Bewegung in der Ellipse ferner, so findet sich, 
dafs für ra die rotalorische ( Winkel-) Geschwindigkeit die nämliche ist, 
welche sie im Kreise gewesen wäre, d. h. in den Endpuncten der kleinen 


Axe. Die Bewegung nach der Richtung des Radius vector ist periodisch; sie 
2. 


: d’ı 
erreicht ihre Maxima, wenn = 0, d. h. wenn 


e 
dad cos u--e — (0) und cosu —= m 


ist. Dies findet also ebenfalls an den Endpuncten der kleinen Axe Statt. Da 
dort sin® — +— ist, so ist die Geschwindigkeit an den Endpuncten der kleinen 


Axe nach der Richtung des Radius vector: 
dr ocesinu oce 
— 777 EN. 
dt a-+ ecosu PB 





Die rotatorische Geschwindigkeit ist dort =; demnach ist die wirkliche Ge- 


FETTE TER: 2 ER aa e? 
schwindigkeit — ( ee m -)=eo | (= +): 


Im Puncte a ist die ganze Geschwindigkeit des Himmelskörpers: 

















/f_gere’sin’u , go? 2) — c ( e’sin’w  , (a--ecosn)’ 
(a-+ecos u)” hie Y (at ecosu) b“ 
zz u [e’ b* sin’ u 4. (a | u e c0S u)‘] 
b’(a-+ecosu) | E3 


In allen diesen Formeln ist ce —=«a-—. e. 


Da hier die umgekehrte Aufgabe gelöset ist, so läfst sich auch leicht 
die directe lösen, wenn man die gefundene Form von f(£) als bekannt an- 
nimmt. Die Maxima der periodischen Beschleunigung der Bewegung nach der 
Richtung des Radius vector finden Statt für —=0 und u =n, und zwar 
ein Maximum für # = 0, ein Minimum für u — n. 

Das Übrige läfst sich ferner leicht finden. 

Sinsheim im April 1846. 
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